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Abstrakt

Tento dokument obsahuje poznamky k pfednasce Matematicka analyza A3 a A4 vyu-
¢ované na FJFI CVUT v zimnim a letnim semestru 2. roéniku bakalafského studia. Kurz je
rozdélen do $esti hlavnich ¢éasti:

1. Funk¢ni posloupnosti a rady.
2. Topologické a metrické prostory.

3. Diferencialni pocet funkci vice proménnych.
4. Teorie miry.

5. Teorie integralu.

6. Krivkové a plosné integraly.

Tento text je prubézné aktualizovan. Jeho posledni verzi si muzete stihnout na stran-
kach . Jakékoli chyby hlaste, prosim, na . Dékuji.
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1 Funk¢ni posloupnosti a rady

Studium funkcnich posloupnosti a fad navazuje na predchozi kapitolu z analyzy vénovanou
posloupnostem a fadam ciselnym. Pfirozené rozsifeni pojmu konvergence z ¢iselnych posloup-
nosti na posloupnosti funkci, které budeme nazyvat bodova konvergence, bude z mnoha ohledt
nedostacujici, coz si ukdzeme hned v nasledujici ¢asti. To bude hlavni motivaci pro zavedent sil-
néjsiho pojmu konvergence - tzv. konvergence stejnomérné, jejiz studium bude hlavnim pred-
métem nasledujicich sekci.

V této kapitole budeme uvazovat posloupnosti komplexnich funkei f,, definovanych na ne-
prazdné podmnoziné A C C, ackoliv nam v celém kurzu ptjde zejména o realnou analyzu.
Prace v komplexnim oboru nebude znamenat zadnou komplikaci. Jednotliva tvrzeni by se v
realném oboru dokazovala zcela analogicky jen bychom uvazovali absolutni hodnotu realného
¢isla namisto komplexniho. Na druhou stranu je komplexni obor vhodny napf. pro specialni pfi-
pad mocninnych fad, jak uvidite v navazujicim kurzu vénovanému komplexni analyze. Radu
definic a vét bychom mohli bez velkych zmén zformulovat i obecnéji v metrickych prostorech.
S témi se ale seznamime az v nasledujici kapitole, a proto volime komplexni obor jako zcela
dostacujici kompromis.

1.1 Bodova konvergence a diskuze zakladniho problému

Definice 1.1 (Limitni funkce, bodova konvergence): Bud {f,,}>°, posloupnost komplexnich
funkci definovanych na ) # A C C. Predpokladejme, Ze pro kazdé z € A je posloupnost
{fn(2)}22 konvergentni. Potom funkci definovanou na A vztahem

f(z):=lim f,(2), z€A,

n—oo

nazyvame limitni funkci posloupnosti { f,,}°°, na A a fikame, ze { f,,}2, konverguje bodové k
f na A. Tuto skute¢nost znacime

fu 3 .

Poznamka: RozepiSeme-li definici bodové konvergence f, A f, dostavame ekvivalenci
fn A f e (VzeA)(Ve>0)(Tng € N)(Vn e N;n >no)(|fu(z) — f(2)] <e).

Piiklad 1.2: Uvazujme f,(z) = (1 — 2*)" a A = [—1, 1]. Potom

[_171]

fn—>f7

kde
1, x =0,

f(z) = {07 x € [-1,0)U(0,1].

Podobné zavadime bodovou konvergenci funkéni rady.



Definice 1.3 (Souc¢tova funkce, bodova konvergence fady): Bud {f,}22, posloupnost kom-
plexnich funkci definovanych na () # A C C. Predpokladejme, Ze pro kazdé z € A je posloup-
nost ¢aste¢nych souct {s,(2)}22,, kde

sul2) = 3 ful2),
k=0

konvergentni. Potom funkci definovanou na A vztahem

s(z) := lim s,(z), =z € A,

n—oo

nazyvame souctovou funkci posloupnosti { f,, }°° , na A a fikame, ze fada

Z fn(2)

konverguje bodové k s na A.

Priklad 1.4: Rada .
>
n=0

konverguje bodové k souctové funkei

namnoziné A = {z € C | |z| < 1}.

V analyze a jejich aplikacich se ¢asto vyskytuje situace, kdy chceme vysetfit néjakou vlast-
nost limitni funkce f na zakladé znamych vlastnosti funkeci f,,. Fundamentalni problém je, zda se
zachovavaji vlastnosti jako je spojitost, diferencovatelnost a integrabilita. Dale vyvstava otazka,
zda je néjaky vztah mezi derivacemi, resp. integraly funkeci f,, a derivaci, resp. integralem limitni
funkce f v pfipadech, kdy tyto operace maji dobry smysl

Jiz jednoduchy Priklad 1.2 ukazuje, Ze ani spojitost, ani diferencovatelnost se pfi bodové
konvergenci obecné nezachovava. Totéz se tyka integrability. Tyto vlastnosti se nezachovavaji
ani v pfipadé bodové konvergentnich fad a sou¢tové funkce. Dokonce ani pokud jsou funkce f,,
a limitni funkce f diferencovatelné nemusi byt f’ bodovou limitou posloupnosti f/, a podobné
pro integral. Tyto skutecnosti ilustruji nasledujici priklady.

Priklad 1.5: Polozme

IQ

Pokud je x # 0, konverguje fada

§fn($) =T ; (1 +:1:2)"
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jako geometricka fada s kvocientem v absolutni hodnoté mensim nez 1, a proto mame

LC2

s(a) = Y holo) = = =L

Je-li x = 0, potom je f,(0) = 0 pro kazdé n € Ny, a proto také s(0) = 0. Celkem tedy je

souctova funkce

1+ 22, x # 0,

s(r) =

0, x=0.
Vidime tedy, ze souctova funkce spojitych funkci nemusi byt spojita.
Priklad 1.6: Uvazujme nejprve funkci f,(z) definovanou pro x € R an € N nasledovné

fa(x) := lim (cos ((n)mx))*™.
m—0oQ
Pokud je (n!)x € Z, potom cos ((n!)mx) € {£1}, a proto je f,,(x) = 1. Je-li naopak (n!)x ¢ Z,
mame cos ((n!)mx) € (—1,1) a odtud plyne, ze f,(x) = 0.
Ukazeme, Ze existuje limita
lim f,(z) =: f()

pro kazdé x € R. Pokud je z ¢ Q, potom (Vn € N)((n!)z ¢ Z), neboli (Vn € N)(f,(z) = 0),

coz implikuje, ze f(z) = 0. Je-li naopak = € Q, tedy x = p/q pro néjakd p € Z a ¢ € N, potom
je (n!)x € Z pro véechna n > ¢. Tudiz f(z) = 1. Zjistujeme tedy, Ze limitni funkce f je znama

Dirichletova funkce
1, x € Q,
f(x) =
0, z ¢ Q.

Omezime-li se napf. na interval [0, 1], je funkce f,, riemannovsky integrabilni na [0, 1] pro
libovolné n € N, nebot je nenulova jen v kone¢né mnoha bodech. Dirichletova funkce je ale
priklad funkce, ktera neni na [0, 1] riemannovsky integrabilni. Z toho plyne, Ze se integrabilita
v Riemannové smyslu obecné nezachovava pfi bodové konvergenci.

Priklad 1.7: Uvazujme
_ sin(nx)

fn(x) = \/ﬁ ’

Je jasné, ze f, LN f.kde f =0,tj. f(x) = 0 pro kazdé x € R. Funkce f,, jsou diferencovatelné
a pro jejich derivaci plati

z € R.

f1(z) = V/ncos(nz), VzeR.

Odtud plyne, Ze i kdyZ jsou vSechny funkce f,, a f diferencovatelné, f* = 0 neni bodovou
limitou f!. Skute¢né napf. pro x = 0 neni posloupnost { f/ (0)}°°, konvergentni, nebot

£2(0) = Vn = oo



Piiklad 1.8: Polozme
fo(@) :=nx(l — 23", x€]0,1].

Je-liz € (0,1), potom f,,(z) — 0 napf. podle podilového kritéria. Pro = € {0,1} je f,.(z) =0,
Vn € N, a proto také f,,(z) — 0. Celkem tedy

[0,1]

fn =
kde f = 0 na [0, 1]. Snadno spocitame integral

1 1 ) n 1 n
n(x)dr = 1 —2%)"de = = "dy = :
| e =n [ —atrar =3 [Cray = ot

Odtud vidime, Ze

f;

i [ S =—7é/f

n—o0

Pouceni z pfedchozich prlkladu je, ze bodova konvergence nezachovava spojitost, diferen-
covatelnost, ani integrabilitu. Navic zdamény limit, derivace a limity, ani integralu a limity nelze
provadeét zcela automaticky. Nasim dalsim cilem bude zformulovat podminky, za kterych se uva-
zované vlastnosti zachovavaji a bude mozné provadét limitni zamény. Pro tyto ucely nejprve
nahradime bodovou konvergenci silnéjsi konvergenci, tzv. konvergenci stejnomérnou.

1.2 Stejnomérna konvergence

Definice 1.9 (Stejnomérna konvergence): Budte { f,,}°°, a f komplexni funkce definované na
) # A C C. Rekneme, Ze funkéni posloupnost { f,,}°° | konverguje stejnomérné k funkci f na
mnoziné A, pravé kdyz

(Ve > 0)(Ing € N)(Yn € N;n > ng)(Vz € A)(|fu(z) — f(2)| < e).

Tuto skutecnost znac¢ime N
[ pp—

Poznamka: Pojem stejnomérna konvergence je Vidy svazan s mnozinou A. Samostatny vyrok
wposloupnost { f,,}>° | konverguje stejnomérné“ nema smysl, neuvedeme-li na jaké mnoziné.

Poznamka: Uvedomte si zdanlivé nepatrny rozdil mezi bodovou a stejnomérnou konvergenci:
o & (V2 A)(Ye > 0)(3ng € N)(Vn € Nyn > no)(|ful(2) — f(2)] <€),
A
fo=—==f & (Ye>0)(Ing e N)(Vn e N,n>ny)(Vz € A)(|fu(z) — f(2)| <e),

ktery spociva ,pouze” v rizném pofadi kvantifikatort. V pfipadé bodové konvergence je nale-
zené n, funkei jak e, tak z, tj. ng = ng(€, 2). Potom nerovnost | f,,(2) — f(z)| < € plati pro fixni
€ a z pro vSechna n > ng. Naopak v pfipadé stejnomérné konvergence existuje univerzalni n,
které zavisi pouze na €, tj ng = ng(€), nikoli na z. Nerovnost | f,,(2) — f(2)| < € potom plati pro
kazdé z € Aan > ny.



Poznamka: Stejnomérna konvergence je silnéjsi nez bodova konvergence, tzn., ze

A A
h=—=f = fui="T

Z toho také plyne, ze pokud { f,,}°2; konverguje stejnomérné na A, musi konvergovat ke své
(bodové) limitni funkci, nebot ta je urcena jednoznacné, tj.

A A
fo—=g9 AN fo>f = f=g.

Nasledujici tvrzeni je jen ekvivalentni prepis definice stejnomérné konvergence. Je to ale
uzite¢ny tvar definice, a proto si ho zformulujeme jako vétu.

Véta 1.10: Budte {f,,}°°, a f funkce definované na () # A C C. Potom

I é f & (Ye>0)(3Ing € N)(Vn € N;n > ny) (sup Ifu(z) — f(2)] < 6)
z€A
& lim suplfu(2) — £(2)] = 0.

n—0o0 2€A
Diikaz. Vyplyva okamzité z ekvivalence vyrokt

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn € Nyn > ng)(Vz € A)(|fu(2) — f(2)] <€)

(Ve > 0)(Ing € N)(¥n € N,;n > ny) (sup Ifn(2) = f(2)] < e).

z€A

Piiklad 1.11: UvaZujme posloupnost f,(z) := z™. Potom je

[0,1)

fn—>

ale { f,}>2, nekonverguje k 0 stejnomérné na [0, 1), protoze

0,

lim sup |2"|=1#0.

=0 20,1)

Plati ovSem
[0,1—€]

fo —=0
pro libovolné € € (0, 1), nebot

lim sup |2"| = lim(1—¢€)" =0.
n—oo CEG[O,].-G] n—oo

Bolzanovo—Cauchyho kritérium konvergence ma i svou stejnomérnou variantu, ktera je
obsahem nasledujici véty.



Véta 1.12 (Bolzano-Cauchy): Necht {f,}°2; je posloupnost funkci definovanych na () # A C
C. Potom { f,,}°°; konverguje stejnomérné na A (k néjaké limitni funkci), pravé kdyz

(Ve > 0)(3ng € N)(Vm,n > no)(Vz € A)(|fu(2) — f(2)]| < €).
Poznamka: Ekvivalentni formulace Bolzanovy-Cauchyho podminky je

(Ve > 0)(3no € N)(Vn = no)(Vp € N)(Vz € A) (| fnrp(2) = fu(2)] <€)

A
Ditkaz Véty 1.12. Implikace (= ): Pfedpokladejme, Ze f,, —= f. Potom plati
(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(Vz € A)(|fn(2) — f(2)] < €/2).

Vezmeme-li libovolné € > 0 a m,n > ny dostaneme s pouzitim trojuhelnikové nerovnosti
€

2

= €

[fn(2) = fm(2)| < |ful2) = )+ [f(2) = fm(2)] < % +

pro kazdé z € A.

Implikace (<): Pfedpokladejme, Ze plati Bolzanova—Cauchyho podminka z véty. Potom je
pro kazdé z € A splnéno Bolzanovo—Cauchyho kritérium konvergence pro ¢iselnou posloup-
nost { f,,(2)}22,, a tedy tato posloupnost je konvergentni, viz také Cviceni 1.1. Ozna¢me si jeji
limitu

£(z) = lim £.(2)

pro kazdé z € A. Pfedpoklad platnosti stejnomérné verze Bolzanova—Cauchyho podminky je
ekvivalentni vyroku

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(Vp € N)(Vz € A) (| futp(2) — fu(2)] < €/2).
Nyni staci poslat p — oo v posledni nerovnosti a dostaneme tak

(Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng)(Vz € A) (|f(2) — fu(2)] < €/2 <€),

A
coZ znamena, ze f, —= f. O]

Poznamka: Vsimnéte si, Ze se ve Vété 1.12 explicitné nevyskytuje vyraz f pro limitni funkeci.
Bolzanova—-Cauchyho podminka umoznuje vyjadfit, ze funkéni posloupnost { f,,}5°; stejno-
mérné konverguje na A bez pouziti limitni funkce.

Poznamka: Pozdéji uvidime, ze Bolzanovo-Cauchyho kritérium je ekvivalentni vyjadreni tzv.
uplnosti prislusného metrického prostoru. Véta 1.12 nam fika, Ze prostor omezenych funkci f
na A s metrikou indukovanou normou

If[] = sup | f(2)]
z€A
je uplny (tzv. Banachav).
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Véta 1.13: Budte {f,}°°,, {9.}°2,, f, g funkce definované na () # A C C a o € C. Pokud

A A
h==f a g.==y,
potom plati:

A
L fotg.—=f+y

A

2. afs =3 of,

A
3. fugn —= fg,jsou-li f a g omezené na A.

Diikaz. Tvrzeni 1. a 2. vyplyva pfimo z pfislusnych definic a je pfenechano ¢tenafi jako Cvi-
¢eni 1.3.
K dikazu tvrzeni 3. pouzijeme jednu implikaci nasledujicitho pomocného tvrzeni.

A
Lemma 1.14: Necht f, —= f, potom

fjeomezenana A < (3K >0)(3Ing € N) (sup sup | fn(2)] < K> :

n>ng z€A

Ditkaz Lemma 1.14. Implikace (=): PoloZzime-li ¢ = 1 v definici stejnomérné konvergence, do-

staneme z predpokladu f, éﬁ f»ze

By € N)(¥n > no) (V2 € A)(|fa(2) — ()] < 1),
Z toho dale plyne

(3no € N)(Vn = no)(Vz € A)([fu(2)] <1+ [f(2)]).
Protoze je f omezena na A, existuje L > 0 tak, ze sup,. 4 | f(2)| < L, a proto

sup sup | f(2)] < 14sup|f(2)] <1+ L =: K.
z€A

n>ng z€A

A
Implikace (<=): Opét z predpokladu f,, —= f specialné vyplyva, ze
(Fmo € N)(Vz € A)(|f(2)] <1+ [fmo(2)]).

Bez ujmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze my > ng, a tedy sup,¢ 4 | fm, (2)| < K. Odtud
dostaneme

sup | f(2)| < 1+sup|fm,(2)] <1+ K,
z€A z€A

neboli f je omezena na A. O]

11



Nyni se vratime k dikazu 3. tvrzeni Véty 1.13. JelikozZ jsou f i g omezené, mame

32> 0) (swplg()| < 1)

z€EA

(3K > 0)(3Ing € N) (sup sup | f(2)] < K)

n>ng z€A

podle Lemma 1.14. Dale z pfedpokladii

A A
fn=—=f a g.==g

plyne
(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ny)(Vz € A) <|fn(z) — f(2)] < i) ,
(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(Vz € A) (|gn(z) —g(2)| < %) :

Odtud pro libovolné € > 0, n > ng := max(ng, n1, n2) a kazdé z € A vyvodime

[fn(2)gn(2) = [(2)g(2)] = |fu(2) (gn(2) = 9(2)) = (f(2) = fu(2)) 9(2)]
< [fa(2)gn(2) = g(2)[ + [ful2) = f(2)]l9(2)

€ €
<Kk S 4 -
T ) i

A
coZ znamena, ze f,g, —= fg. O]
Priklad 1.15: Predpoklad omezenosti funkci f a g ve 3. tvrzeni Véty 1.13 nelze vypustit. Po-
lozme napft.

falz) =2 a gu(x):= %

pron € Nax € R. Potom ziejmé
R R
fn==f a g.=230,
kde f(z) = x, ale funkéni posloupnost
x
fu@)gnla) = -

nekonverguje stejnomérné na R (ovérte).

Uvedeme jesté definici tzv. lokalné stejnomérné konvergence. Tento druh konvergence je pii-
rozeny v prostorech analytickych funkci. S témito funkcemi se ¢tenar mize seznamit v partiich
komplexni analyzy, viz napf. [6].
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Definice 1.16 (Lokéalné stejnomérna konvergence): Budte {f,}°° a f komplexni funkce de-
finované na ) # A C C. Rekneme, Ze posloupnost {f,, }°2, konverguje lokalné stejnomérné k
funkci f na mnoziné A, pravé kdyz

(V2 € A)(3H. okoli 2) ( o s f).

Poznamka: Pod pojmem okoli H, zde rozumime mnozinu H, = {w € C | |z — w| < r} pro
néjaké r > 0 (otevieny kruh v C se stfedem v 2z a polomérem r > 0).

Pokud f, éﬁ f, pak {f.}>°, konverguje také lokalné stejnomérné k f na A, viz Cvi-
Ceni 1.2. Naopak to neplati. Napf. posloupnost funkei f,(z) = 2" konverguje lokalné stejno-
mérné k 0 na intervalu (0, 1), ale nekonverguje stejnomérné na (0, 1). Pokud je ale mnozina
A tzv. kompaktni, tj. omezena a uzaviena (viz Véta 2.104), splyva lokalné stejnomérna konver-
gence na A se stejnomérnou konvergenci na A.

1.3 Véty o zaméné

V nasledujici vétach zformulujeme podminky za jakych se spojitost, diferencovatelnost a in-
tegrabilita pfenasi z funkéni posloupnosti na limitni funkci a kdy mizeme zaménovat limity,
limitu a derivaci a limitu a integral.

Nejprve zformulujeme tzv. vétu o limité. Pfipomenme si definici limity funkce vzhledem k
mnoZziné A:

lim flz)=c < (Me>0)(30>0)(Vz e A,0< |z— 2| <0)(|f(2) —¢| <e).
z€A

Aby méla definice rozumny smysl, pozadujeme navic, aby mnozina AN{z € C | 0 < |z —z| <
d} byla neprazdna pro libovolné § > 0. Jinymi slovy limitu funkce vzhledem k A definujeme v
tzv. hromadném bodé mnoziny A, tj. v takovém bodé z € C, v jehoz libovolném okoli H, lezi

néjaky bod z A \ {z}, tzn.
(V6 > 0)(Fw € A)(0 < |w—z| < ).

Mnozinu hromadnych bodt mnoziny A znac¢ime A’.

Véta 1.17 (O limité): Budte {f,}°2, a f funkce definované na ) # A C C. Dale predpokla-
dejme:

i 2o € A

ii. Prokazdé n € N existuje limita lim f,(2) =: a,.
0
z€A

A
iii. f, —= f.

Potom plati:
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1. Posloupnost {a, }°° ; konverguje.

2. Existuje limita Zlgr;() f(2).
z€A

3. Plati rovnost: lim a, = lim f(z2).
nee R

Jinymi slovy lze zaménovat poradi limit:

i, B fa(2) = Ji, lim, ().
z€EA 2€A

Diikaz. Nejprve dokazeme 1. tvrzeni. Zvolme pevné € > 0. Z predpokladu iii. a Véty 1.12 plyne
(Fno € N)(Vm,n > ng)(Vz € A)(|fu(z) — fin(2)] < €).
Vyuzijeme-li pfedpoklad ii. a posleme z — z; v posledni nerovnosti, dostaneme
(Ino € N)(Vm,n > ng)(|an — am| <€),

coz je Bolzanova-Cauchyho podminka konvergence ¢iselné posloupnosti {a,}?° ;. To zna-
mena, ze {a, }°°, konverguje.

V druhé c¢asti dikazu ovéfime najednou tvrzeni 2. a 3. Ozna¢me a := lim,_, @,. Podle
trojuhelnikové nerovnosti mame

|f(Z) - (l| < |f(Z) - fm(z)| + |fm<z> - am| + |am - a|-
pro libovolné m € N. Podle predpokladu iii. 1ze najit néjaké pevné m € N dostatecné velké tak,
ze
f(2) = fin(2)| < €/3

pro kazdé z € A. Z jiz dokazaného tvrzeni 1. miiZzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze
zvolené m je také dost velké, aby platilo

lam —al < €/3.
Nakonec podle predpokladu ii. miizeme najit okoli /., takové, Ze
|fm(2) = am| < €/3

pro véechna z € H,, N A, z # z,. Celkem tak dostavame, Ze
€ € €
_ < — _ P
|f(2) —q] 3—1—3+3 €

pro viechna z € H,, N A\ {2}, coz dokazuje obé tvrzeni 2. a 3. O
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Dusledkem predchozi véty je, Ze stejnomérna konvergence zachovava spojitost.
Pfipomenime, Ze funkce f je spojita v bodé 2y vzhledem k A, pokud

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € A, |z — 20| < 0)(|f(2) — f(20)| < €).

Vsimnéte si, ze pokud bod zy neni hromadnym bodem A (je to tzv. izolovany bod A), je f
automaticky spojita v 2y vzhledem k A.

A
Véta 1.18 (O spojitosti): Necht {f,}>2, a f jsou funkce definovanéna®) # A C Ca f,, —= f.
Jsou-li f,, spojité v bodé zy € A vzhledem k A pro kazdé n € N, potom je také f spojitad v bodé
zo vzhledem k A.

Ditkaz. Podle poznamky vyse, sta¢i uvazovat ptipad zg € A’. Potom je funkce f spojita v z
vzhledem k A, pravé kdyz
f(z0) = lim f(2).

Z—r20
zEA

Aplikujeme-li nyni Vétu 1.17, jejiz predpoklad ii. je splnén diky spojitosti f,, v bodé 2z, vzhledem
k A, dostaneme

f(20) :nh_g)lo fa(z0) = lim lim f,(2) = lim lim f,(2) = lim f(2).

n—oo 2720 Z—20 n—00 Z—20
A A

]

A
Poznamka: Vzhledem k lokalnimu charakteru spojitosti v bodé muzeme pfedpoklad f, —=

f ve Vété 1.18 nahradit f,, Hziml; f, kde H,, je néjaké okoli zj. Specialné Véta 1.18 plati,
nahradime-li predpoklad stejnomérné konvergence lokalné stejnomérnou konvergenci. Plati
tedy tvrzeni, které lze stru¢né vyslovit: ,Lokalné stejnomérna limita spojitych funkci je spojita.”
Poznamka: V nésledujicim smyslu nelze tvrzeni Véty 1.18 obratit: Jsou-li { f,,}5°, a f spojité
funkce na A (vzhledem k A) a f, 4 f, nevyplyva z toho nutné stejnomérna konvergence po-
sloupnosti { £, }2° ; na A. Tuto skute¢nost ilustruje Pfiklad 1.15. Konvergence, ktera zachovava
spojitost a plati pro ni také obracené tvrzeni ve smyslu vyse, je tzv. kvazistejnomérna konver-
gence, ktera je slabsi nez konvergence stejnomérna. My se v tomto kurzu kvazistejnomérnou
konvergenci zabyvat nebudeme. Ctenaf se o ni miize dozvédét vice ve skriptu [27]. Obracené
tvrzeni plati za jistych dodatecnych predpokladt i pro stejnomérnou konvergenci, viz napft. [22,
Thm. 7.13].

Poznamka: Véty 1.18 a 1.12 implikuji, Ze prostor spojitych a omezenych funkci na A vyba-
veny normou || f|| := sup,c, |f(2)|, ktery se obvykle zna¢i C(A), je Gplny, tedy Banachtv.
Vlastnostmi prostoru C'(A) se budete hloubéji zabyvat ve funkcionélni analyze.

Dalsi véta se tyka vztahu integrace a stejnomérné konvergence. V ni se omezime na funkce
definované na uzavieném a omezeném intervalu, nebot na téchto funkcich je vystavéna kla-
sicka teorie Riemannova integralu.

Véta 1.19: (O integraci) Budte a,b € R,a < ba{f,}>, a f redlné funkce definované na [a, b].
Predpokladejme, ze
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[a,b]

Lofn—=/,

ii. Prokazdé n € N je f,, riemannovsky integrabilni na [a, b].
Potom plati:

1. Limitni funkce f je riemannovsky integrabilni na [a, b].

2. Plati rovnost:

b b
/ flz)de = lim [ f,(x)dz.

n—oo a
Jinymi slovy lze zaménovat poradi limity a integralu:
b

lim [ fo(2)de = /b lim fo(z)dz.

n—oo a

Diikaz. Nejprve dokazeme 1. tvrzeni. Pfipomenme, Ze funkce f je riemannovsky integrabilni
na [a, b], pravé kdyz

(Ve > 0)(36 > 0)(Vo d-rozdéleni [a, b])(S,(f) — so(f) <€),
kde .
So(£) =D M (@i —ia) a so(f) =3 mi? (wi = i)

jsou horni a dolni integralni soucet f piirozdéleni o,

MY = sup flz) a m) = inf f(x)

K3 1
TE€[wi_1,73) T€[Ti—1,%4]
aa=129< 2 < <Ty_1 < Ty =>bjsoubody rozdéleni o.
Zvolme € > 0. Podle predpokladu i. existuje ny € N tak, ze pro vSechna n > ng je

|[fu(x) = f2)] <

€

1b—a) ®

pro kazdé = € [a, b]. Zvolme pevné néjaké n > ng. Podle pfedpokladu ii. existuje § > 0 takové,
ze pro libovolné §-rozdéleni o intervalu [a, b] plati

€
Sa(fn) - Sa(fn) < 5 (2)
Nerovnost (1) 1ze napsat ve tvaru
€ €
fn@) = g =gy < f@) < 1@ + a0
ze které plyne
(fn) SR ¢ )R (C NP Vs C20) €
T e R T



pro kazdé ¢ € m. Vynasobime-li nerovnosti vyrazem (z; — z;_1) a seCteme pfes i € m, dosta-
neme

Solfn) = 7 < 5(F) < S(F) < Salf) + 5.

Preusporadanim nerovnosti a vyuzitim odhadu (2) nakonec odvodime, Ze

Solf) = 8a(f) S Solfa) = sofa) + 5 < 5+ 5 =€

coz implikuje riemannovskou integrabilitu f na [a, b].
Tvrzeni 2. jiz ovéfime snadno, nebot pro kazdé n > ny mame

/ab fo(z)dz — /abf(a:)dx
b

b
lim fn(x)dx:/ f(x)dz.

n—oo a

€

b b €
< [ i@ - sl < [ =g

a proto

O

Poznamka: Pro ospravedlnéni zamény limity a integralu je stejnomérna konvergence pod-
minka postacujici nikoliv nutna. Obvykla argumentace pro tuto zaménu v matematické lite-
ratufe pouziva obecnéjsi tzv. Lebesgueovu vétu. Integral v této vété ovsem neni Riemannayv,
a proto si tuto vétu dokazeme az mnohem pozdéji ve vykladu teorie Lebesgueova integralu (viz
Véta 5.43).

Posledni véta o zaméné se tyka vztahu derivace a stejnomérné konvergence.

Véta 1.20 (O derivaci): Budte a,b € R, a < ba {f,}32, posloupnost realnych diferencovatel-
nych funkeci na (a, b). Pfedpokladejme dale, ze:

i. Existuje ¢ € (a, b) takové, ze posloupnost { f,,(c) }22 , konverguje.
ii. Posloupnost { f/}°°, stejnomérné konverguje na (a, b).
Potom plati:

1. Posloupnost { f,,}°2; konverguje stejnomérné na (a, b).

[e.9]

2. Limitni funkce f posloupnosti { f,,}°°, je diferencovatelna na (a, b).

3. Derivace f’ je limitni funkci posloupnosti { f/ }>° | na (a, b), tzn.

(hm fn(x)>/ = lim f1(z), Vzx € (a,b).

n—oo
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Diikaz. Nejdiive dokazeme tvrzeni 1. Zvolme € > 0. Bolzanova-Cauchyho podminka a pred-
poklady i. a ii. implikuji, ze existuje ny € N takové, ze pro kazdé m,n > ny je
€

1ale) = ()] < 5

/ _ / ;
@) = £l < 37—
pro vSechna z € (a,b). Aplikujeme-li Lagrangeovu vétu o pfirtastku na funkci f,, — f,, , dosta-
neme
|(fn = f) (@) = (fo = F) (D] < 1) = S (O] |z — 1] (3)
kde z,t € (a,b) a & je bod lezici mezi = a t. Vyraz vpravo mizeme dale odhadnout a dostaneme
nerovnost

|31:—1§|<E

|(fn_fm)(x)_(fn_fm)(t)‘ < 9’

ktera plati pro vSechna x,t € (a,b). Odtud mame

2(b—a)

|fn(l‘) - fm(x)| < |(fn - fm>(x) - (fn - fm)(c)| + |fn(c) - fm(c)| < +

€ €
— - = 6,
2 2
pro kazdé m,n > ngax € (a,b). Tvrzeni 1. tedy plati podle Véty 1.12.

V druhé ¢asti dikazu dokdZzeme najednou tvrzeni 2. a 3. Zafixujme = € (a, b) a definujme si

pomocné funkce
fo(t) = fu(2)

t—ux R

On (t) =

prot € (a,b) \ {z}. Jelikoz jsou f,, diferencovatelné, mame
lim ¢,,(t) = f,,(x)
t—x

pro vsechny n € N. Nerovnost (3), kterou jsme odvodili aplikaci Lagrangeovy véty, lze napsat
ve tvaru

|¢n(t) - ¢m(t)| < m

pro vSechna m,n > ngat € (a,b) \ {z}. Tedy podle Véty 1.12 je posloupnost {¢,, }>° ; stej-
nomérné konvergentni na (a,b) \ {z}. Pfihlédneme-li navic k tomu, Ze f, oh), f, zjistime,
ze
(a,b)\{z}
O — 7}

Nyni jiz miZzeme aplikovat Vétu 1.17 na posloupnost {¢,}5°, s A = (a,b) \ {z}, z ¢ehoz
vyplyva, ze existuje limita lim,_,, ¢(t), coz znamena z definice ¢, zZe existuje derivace f v bodé
x. Nakonec mame

f'(z) =lim¢(t) = lim lim ¢,(t) = lim lim ¢, (t) = lim f/(z).

t—x t—x n—o0 n—oo t—x n—00
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Poznamka: Uz na Piikladu 1.7 lze pozorovat, Ze ze stejnomérné konvergence posloupnosti
{fn}22, nelze nic usuzovat o konvergenci posloupnosti derivaci { f/ }°° ;. Na druhou stranu
Véta 1.20 ukazuje, Ze naopak jisty vztah plati, jsou-li splnény predpoklady i. a ii. Véty 1.20.
Tvrzeni 1. Véty 1.20 pfedstavuje dalsi kritérium stejnomérné konvergence.

Poznamka: Tvrzeni 2. a 3. Véty 1.20 zustava v platnosti, nahradime-li pfredpoklad ii. slabsim
pozadavkem lokalné stejnomérné konvergence posloupnosti { f/, }>° | na (a, b). Za tohoto slab-
siho predpokladu plati tvrzeni 1. také pouze lokalné, tedy { f,,}>2 ; konverguje lokalné stejno-
mérné na (a, b).

1.4 Funkéni rady

Definice 1.21 (Stejnomérna konvergence rady):
Necht { f,,}°° , je posloupnost komplexnich funkci definovanychna () # A C C.Pron € Ny
polozme

Sn(2) = ka(z), z € A,
k=0

v v 7 v ’ V.o S v v_ 7 v oo .
a ozna¢me tak posloupnost ¢aste¢nych soucti. Rekneme, Ze funkéni fada )~ f,, konverguje
stejnomérné na A, pravé kdyz posloupnost {s, }2° , konverguje stejnomérné na A.

Poznamka: Analogicky definujeme lokalné stejnomérnou konvergenci fady >~ f, na A.

Poznamka: Zde ¢leny posloupnosti { f,,}°°, indexujeme prvky Ny (od nuly). Ob¢as ale bu-
deme také indexovat prvky N (od jednicky). Zptisob indexovani je samoziejmé nepodstatny a
my si ho budeme volit libovolné podle potfeby.

Piiklad 1.22: Rada .
>
n=0

konverguje stejnomérné na A, := {z € C | |z| < r}, kde r € (0,1), nebot posloupnost
Castecnych souctt
P |

nl2) =3 =
k=0

konverguje stejnomérné na A,.

Na otevieném jednotkovém kruhu A := {z € C | |z| < 1} ovSem posloupnost {s,}>°,
stejnomérné nekonverguje. Proto ani fada ) - ; 2™ neni stejnomérné konvergentni na A. Kon-
verguje tam vsak lokalné stejnomérné (rozmyslete).

Véty z ¢asti o funkénich posloupnostech nyni mizeme aplikovat na posloupnost ¢astecnych
souctl a dostaneme pomérné jednoduse odpovidajici véty o funkénich fadach. Prvni takovou
vétou je Bolzanovo-Cauchyho kritérium stejnomérné konvergence funkéni rady. Jednoduchy
pfepis vét, ktery bychom ziskali prostym nahrazenim funkéni posloupnosti { f,, }22 ; posloup-
nosti ¢aste¢nych souctr {s, }°°, by ale nebyl p#ili§ uZite¢ny, nebot posloupnost {s, }°° , neni
typicky mozné, na rozdil od jednoduchého Prikladu 1.22, jednoduse vyjadrit a mtze byt proto
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velmi nevhodné s ni pfimo pracovat. Daleko uzitecnéjsi je zformulovat tvrzeni o funkcnich
fadach ) 7 f, v terminech posloupnosti { f, }72 , kterou v fadé s¢itame.

Véta 1.23 (Bolzano-Cauchy): Necht {f,}°°, je posloupnost funkci definovanych na () # A C
C. Potom fada funkci )~ f, konverguje stejnomérné na A, pravé kdyz

Diikaz. Staci aplikovat Vétu 1.12 na posloupnost ¢aste¢nych souctt. [

n—+p

> hlz

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng)(Vp € N)(Vz € A) (
k=n+1

Dusledek 1.24 (Nutna podminka stejnomérné konvergence): Pokud fada funkei )" -, f,, kon-
verguje stejnomérné na mnoziné A, pak

A
fn =0

Diikaz. Staci pouzit Vétu 1.23 a polozit p = 1. O
Priklad 1.25: Rada

i sin(nz

n=1 n
konverguje bodové pro libovolné = € R, coz plyne napt. z Dirichletova kritéria. Ukazeme, ze
fada neni stejnomérné konvergentni na intervalu [0, 27] pomoci Bolzanova-Cauchyho krité-
ria. Lze ukazat, Ze tato fada neni stejnomérné konvergentni na libovolném intervalu, ktery ma
neprazdny prunik s mnozinou 27Z.

Pokud by fada byla stejnomérné konvergentni na [0, 27|, potom bychom k libovolnému

e > O nasli ny € Ny tak, ze pro kazdé n > ng a p € N by platilo

<X sin(kx)
sup —_—
z€[0,27]

k=n+1

Ukazeme, ze to neni mozné. Polozme p :=n+2ax =z, := 1/(2n). Potom

2n+2 . 2n+2 .
sin(k/(2n)) sin(1/2)
WA S 24

2. > ). =%

k=n+1 k=n+1

Usek harmonické fady miizeme zespodu odhadnout integralem:

sy 242 2 + 2
E / = log = log 2,
T n+1
k= n+1

a proto pro vsechna n € N mame

%ZH %k@n)) > sin(1/2)log2 > 0.

k=n+1
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Tedy, je-li € < sin(1/2) log 2, Bolzanova—Cauchyho podminka neplati.
Pozdéji budeme dokonce schopni fadu secist. V ¢asti vénované trigonometrickym radam
uvidime, Ze

(]2
2)
=

)
=

[

==, je-liz € (0,2m),
p— 0, je-liz € {0,27}.
Tedy souc¢tova funkce fady neni spojita na [0, 27|. Pokud by ale fada konvergovala stejnomérné
na [0, 27|, potom by jeji souctova funkce musela byt spojita, coz plyne z Véty 1.18 aplikované
na posloupnost ¢astecnych souctt. To je alternativni argument dokazujici, ze fada ze zadani
neni stejnomérné konvergentni na [0, 27].

Véta 1.26 (Weierstrass): Necht {f,}°°, a {g,}52, jsou dvé posloupnosti funkci definovanych
na () # A C C. Dale piedpokladejme, ze

(Vn € No)(Vz € A) (Ifn(2)] < ga(2))-

Potom, konverguje-li >~ g, stejnomérné na A, je také » ° . f, stejnomérné konvergentni

na A.

Poznamka: Je-li specialné {g,}>° , ¢iselna posloupnost funkci nezavislych na z, tzn., ze plati
(Vn € No)(3My = 0)(Vz € A)([fu(2)| < My),

je fada )~ f, stejnomérné konvergentni na A, pokud konverguje ¢iselna fada ) - M,.
Toto kritérium se v literatufe objevuje pod nazvem Weierstrassuv M -test.

Diikaz Veéty 1.26. Vyplyva ihned z nerovnosti

n—+p n+p
D A< ) alz)
k=n+1 k=n+1
a Véty 1.23. O

Priklad 1.27: Vysetfime stejnomérnou konvergenci rady
R
n
n=1
na intervalu [0, 00). VySetfenim pribéhu funkce f(¢) := te™* snadno zjistime, ze 0 < f(¢) <
f(1) = 1/e pro viechna t € [0, 00). Tedy plati

) 1

n3/2 = eps/2

n

pro véechnan € Na z € [0, 00). JelikoZ majorizujici ¢iselna fada ) -, n~3/2 konverguje, je
podle Véty 1.26 fada

[ee]

n
n=1

stejnomérné konvergentni na [0, c0).
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Priklad 1.28: Walter Rudin zacina svou knihu [23] tvrzenim, Ze komplexni exponencialni
funkce je nejdulezitéjsi funkci v matematice. Tato funkce je definovana fadou

[e.9]
ZTL

e® =exp(z) := Z pr

n=0

ktera konverguje bodové pro kazdé z € C. Zafixujeme-li R > 0, vyplyva z Weierstrassova

kritéria, Ze fada
o0 n

>
|
“— nl
konverguje stejnomérné na kruhu Ay := {z € C | |z| < R}, nebot
2" R"
sup |—| < —
zeAp | N n!
a Ciselna rada
o Rn
D
n=0

je konvergentni. Specialné z toho plyne, Ze fada z definice exp(z) konverguje lokalné stejno-
mérné na C.
Podobné se odpovidajici fadou definuji trigonometrické funkce

. . - (_1)71 2n+1 . - (_1)n 2n
San.:ZmZ a COSZ.:Z z

n=0

pro kazdé z € C. Potom plati tzv. Eulertiv vzorec
e” =cosz+isinz, VzeC,

jehoz odvozeni je prenechano ctenafi jako Cviceni 1.4.
Priklad 1.29: Slavna Riemannova zeta funkce je definovana vztahem

oo

1
C(z) =) —
n=1 n

pro z € Csplnujici Re z > 1, nebot pro tato z fada vpravo bodové konverguje. Obecna mocnina
s komplexnim argumentem, ktera se v definici zeta funkce objevuje, je definovana vztahem

n® = ezlogn,

kde exponencialni funkce s komplexnim argumentem byla definovana v Prikladu 1.28. Bud
r > 1, potom pro vSechna z € C, Rez > r, je

1 1
<

- nRez - nr

9
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kde jsme pouzili vztah |e*| = eR°¥ platny pro kazdé w € C, viz Cvi¢eni 1.7. Z Weierstrassova

kritéria potom vyplyva, ze fada z definice funkce ¢ konverguje stejnomérné na poloroviné {z €
C | Rez > r} pro libovolné r > 1. Specialné z toho plyne, Ze tato fada konverguje lokalné
stejnomérné na oteviené poloroviné {z € C | Rez > 1}.

Riemannova zeta funkce patfi mezi tzv. Dirichletovy rady, coz jsou funkéni fady tvaru

o0
an

n®’
n=1

kde {a,}>, je komplexni posloupnost. Dirichletovy fady maji podobné jako napf. mocninné
fady mnoho specialnich vlastnosti. My se ov§em v tomto kurzu nebudeme studiem specialnich
vlastnosti Dirichletovych fad zabyvat. Ctenaf najde vice napi. v knize [13].

Na rozdil od Weierstrassova kritéria, které lze aplikovat jen na (bodové) absolutné konver-
gentni rfady lze nasledujici kritéria Dirichleta a Abela pouzit i v jinych pfipadech.
Véta 1.30: Necht {f,,}>°, je posloupnost komplexnich funkci definovanychna () # A C C a
{gn}52, monoténni posloupnost realnych funkei definovanych na A. Oznac¢me s, :== >} _, fi-
Necht dale plati jedna z nasledujicich podminek

i. (Dirichlet) Posloupnost {s, }°°, je tzv. stejné omezend, tzn.

(3K > 0)(Vn € Ng)(Vz € A)(|sn(2)| < K),

A
ag, —=0.

ii. (Abel) Posloupnost {s,}° , stejnomérné konverguje na A. Posloupnost {g, }5° , je stejné
omezena.

Potom fada ) ., f,.g, konverguje stejnomérné na A.

Diikaz. Dukaz stavi na tzv. Abelové parcialni sumaci. Pro libovolné n € Ny a p € N mame

n-+p n-+p n-+p n+p—1
g Jrge = E (Sk - 3k—1>gk = E Skgk — E SkGk+1
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n
n+p—1
= Sn+pYn+p — Sndn+1 + § Sk(gk: - gk-i—l)' (4)
k=n+1

A
1. Pfedpokladejme, Ze plati podminka i. Zvolme € > 0. Z pfedpokladu g, —— 0 plyne, ze

(Fno € No)(Vn > no)(Vz € A) <]gn(z)| < &) .
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Potom pro libovolné n > ng, p € Na z € A mizeme s vyuzitim vyrazu (4) odhadovat

n-+p n+p—1
Y @) < Isnrp(gntp(2)] + Isn(lgnsa ()] + Y [sw()llgn(2) = grsa(2)]
k=n+1 k=n+1
n+p—1
<KE+K—+Kk;1|gk — g (2)].

Podle pfedpokladu je posloupnost {g,}>°, monoténni, a proto je vyraz gix(z) — gr+1(2) pro
vSechna k£ € Ny budto nezaporny, nebo nekladny. V kazdém ptipadé z toho plyne, ze

D 1(2) = gen(@) = | Y (96(2) = gr1(2)| = [9u1(2) = gusp(2)].

Odtud dale ziskavame odhad

n—+p

> f(2)gi(2)

€ €
< K1)~ 0un(2)] € 5+ Klgaia(2)] + Klgaep(2)
k=n+1

ktery plati pro kazdé n > ng, p € Na z € A, coz podle Bolzanova—Cauchyho kritéria implikuje
tvrzeni véty.
2. Nyni predpokladejme, ze plati podminka ii. Nejprve mirné piepiSeme vyraz (4) do tvaru:

n—+p n+p—1
> fegk = (Suip = su)gnap + D (55— 50)(gk — Grt1)-
k=n+1 k=n-+1

Z pfedpokladu stejné omezenosti posloupnosti { g, }52 , na A plyne, ze
(3M > 0)(Vn € No)(Vz € A) (|gn(2)| < M),

Déle zvolme ¢ > 0 libovolné ale pevné. Podle druhého predpokladu je {s,}5°, stejnomérné
konvergentni na A, a proto podle Véty 1.12 existuje nyg € Ny takové, ze
€

51(2) = su(2)| < 50

pro vSechna z € Aan,k € Ny takova, ze £ > n > ngy. Potom pro libovolné n > ng, p € N
az € A mame

n+p n+p—1
D (2)(2)] < lsnin(2) = sn(2)llgnin(2) + D Isu(z (2)lgr(z) = gr+1(2)]
k=n+1 k=n+1
p p n+p—1
< 3—M|gn+p(z)\ + 30 k;ﬂ 91(2) = Gr1(2)]

€ €
= 3—an+p(2)\ + 3—an+1(2) - 9n+p(2)\-
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Posledni rovnost plyne z monotonie posloupnosti (g, ). PouZzitim stejné omezenosti této po-
sloupnosti dostaneme finalni odhad:

n-+p

> (2)g(z)| <

k=n+1

(|gn+1(z)| + |gn+p(z)|) — M + — 2M = €,

|G (2)] + o
n ¥ =
30 It 3M 3M 3M

ktery plati pro kazdé n > ng, p € Naz € A. Tvrzeni véty nyni vyplyva z Bolzanova—Cauchyho

kritéria. [
Priklad 1.31: UkaZzeme, Ze fada

i sin(nx)

n=1 n

konverguje stejnomérné na [0, 27 — 6], kde 6 € (0, 7). Srovnejte s Pfikladem 1.25. Pouzijeme
Dirichletovo kritérium, kde polozime

fo(z) :=sin(nz) a gu(z):= %

[0,2m—0]
Posloupnost {g,,}°°, je zfejmé klesajici a g, :; 0. Staci tedy ovéfit, ze posloupnost

castecnych souctdr s, = Y ,_, fi je stejné omezena na [0, 2m — §]. Podle Cvieni 1.8 mame

_ isin(kx) _ sin (xn/2).sin (x(n+ 1)/2)'
— sin (x/2)
Nyni si sta¢i uvédomit, Ze pro = € [J, 27 — ¢] plati odhad
1
<
[sn(@)] < sin(6/2)’
ktery implikuje stejnou omezenost posloupnosti {s,, }22 ; na [J, 2 — ¢].

Priklad 1.32: Vysetiime jesté stejnomérnou konvergenci fady

o0 .
Z sin(z) sin(nx)

n=1
na R. Podobné jako v predchozim prikladé aplikujeme Dirichletovo kritérium s

fo(z) :=sin(z)sin(nz) a gp(x) = %

V tomto pfipadé dostaneme

-0 =g (5) (5)



odkud plyne, Ze
|sn(z)| < 2.

pro vSechnan € Naxz € R. Tedy {s,}22, je stejné omezena a také ostatni predpoklady
Dirichletova kritéria jsou splnény. Proto fada

i sin(x) sin(nx)

n=1 n
konverguje stejnomérné na R. Tento priklad ukazuje, srovname-li ho s Prikladem 1.25, Ze nelze
postupovat tak, Ze bychom funkeci sin(z) ,,vytkli“ ven ze sumy a vysetfovali fadu z Pfikladu 1.25.

Podobné jako u funkénich posloupnosti nas také u funkénich fad zajima, kdy je mozné za-
ménit napt. limitu a sumu, integral a sumu, apod. Abychom odvodili véty o zaméné pro funkéni
fady, staci véty o zaméné pro funkéni posloupnosti aplikovat na posloupnost ¢astecnych souct
funkéni rady. Pro jejich dulezitost si véty o zaméné pro funkéni fady zformulujeme.

Véta 1.33 (O limité): Necht {f,}22, je posloupnost funkci definovanych na ) # A C C. Déle
predpokladejme:

i zge A

ii. Pro kazdé n € N existuje limita ;Lr% fu(2) = ay.
z€E

iii. Rada > 7, f, konverguje stejnomérné na A k souctové funkei s.
Potom plati:
1. Rada Y7 , a, konverguje.
2. Existuje limita lim s(z).

z€EA

o0
3. Plati rovnost: Z a, = lim s(2).
0
n=0 z€A

Jinymi slovy lze zaménovat poradi limity a sumy:

Jim y  fulz Z Jim f(2

z€A n=0 n=0 z€A

= ka(z) a A,:= Zak
k=0 k=0

pron € Ny a z € A. Potom z pfedpokladu ii. plyne, Ze pro kazdé n € Ny plati
lim s,(2) = A,.

Z—20
z€A

Diikaz. PoloZzme

A
Dale bod iii. znamena, ze s, — s. Tvrzeni véty nyni plyne z Véty 1.17. [
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Véta 1.34 (O spojitosti): Necht {f,,}°°, je posloupnost funkci definovanychna ) # A C C
a spojitych v bodé z; € A vzhledem k A. Potom, pokud fada )" - f,, konverguje stejnomérné
na A, je jeji souctova funkce spojita v bodé z; € A vzhledem k A.

Diikaz. Plyne z Véty 1.18. ]

Poznamka: Véta 1.34 zstava v platnosti i pokud fada > f, konverguje lokalné stejno-
mérné na A. Z toho plyne tvrzeni, jeZ mizZeme struéné vyjadrit jako: Souctova funkce lokalné
stejnomeérné konvergentni rady spojitych funkci je spojita.

Véta 1.35 (O integraci): Necht a,b € R,a < ba{f,}2,je posloupnost riemannovsky integra-
bilnich funkci na [a, b]. Necht déle fada ) -, f,, stejnomérné konverguje na [a, b] k souctové
funkci s. Potom je s riemannovsky integrabilni na [a, b] a plati rovnost:

/abs(x)dx _ ;/b £ (2)dz.

Neboli 1ze zaménovat poradi integralu a sumy:

g/abfn@)dx: /abgfn(x)dx.

Diikaz. Staci aplikovat Vétu 1.19 na posloupnost ¢aste¢nych soucti. O

Véta 1.36 (O derivaci): Budte a,b € R, a < ba {f,}>2, posloupnost realnych diferencovatel-
nych funkeci na (a, b). Pfedpokladejme dale, ze:

i. Existuje ¢ € (a,b) takové, ze fada )~ , f,(c) konverguje.
ii. Rada > 7 f/ stejnomérné konverguje na (a, b).
Potom plati:
1. Rada > "7, f, konverguje stejnomérné na (a, b).
2. Souctova funkcee s fady )7 f, je diferencovatelna na (a, b).

3. Derivace s je sou¢tovou funkcifady >~ f/ na (a,b), tzn.

(me) =3 fi@). Voe(ab).

Diikaz. Staci aplikovat Vétu 1.20 na posloupnost ¢aste¢nych souctu. [

Poznamka:
Piedpoklad ii. Véty 1.36 1ze nahradit lokalné stejnomérnou konvergenci y .~ f! na (a, b).
Potom misto tvrzeni 1. mame pouze lokalné stejnomérnou konvergenci fady >~ f, na
(a,b), ale tvrzeni 2. a 3. zustavaji v platnosti beze zmény.
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Na zavér této sekce si ukazeme jako zajimavost, Ze existuje spojita funkce na R, ktera neni
v zadném bodé diferencovatelna. Takovou funkci je bezpochyby obtizné si predstavit, nebot,
pfestoze je spojita, jeji graf musi byt ,hodné zubaty“. I vyznamni matematici 19. stoleti pted-
pokladali (napf. C. F. Gauss), ze mnozina bodu, v nichz spojita funkce nema derivaci, musi byt
v néjakém smyslu omezena. To je pravda, kdyz predpoklad spojitosti mirné zesilime a vezmeme
napf. funkce lipschitzovské:

f je lipschitzovskana (a,b) < (IK > 0)(Vz,y € (a,0))(|f(z) — f(y)| < K|z — y]).

Potom mnozina bodt, v nichZ neni lipschitzovska funkce diferencovatelna, je podle Radema-
cherovy véty v jistém smyslu velmi mala (Lebesgueovy miry nula).
Prikladem spojité funkce, ktera neni nikde diferencovatelna, je tzv. Weierstrassova funkce:

flx) = i a" cos (b"mx) , (5)
n=0

kde a € (0,1) a b je liché pfirozené ¢islo takové, ze ab > 1 4 37 /2. K. Weierstrass prezentoval
tuto funkci v roce 1872 a jeji graf byl jeden z prvnich studovanych fraktald, viz Obrazek 1.
Pozdéji G. H. Hardy [12] ukazal, Ze staci pfedpokladat a € (0,1) a b > 1/a a navic funkci
kosinus v (5) 1ze nahradit napt. tzv. ,zig-zag“ funkei (,pilou®), viz funkci ¢ v dikazu nésledujici
véty.

Véta 1.37: Existuje funkce f : R — R, ktera je spojita, ale neni v zadném bodé diferencova-
telna.

Diikaz. Ozna¢me ¢ funkci definovanou na R, ktera splnuje
o(x) = |x|, jeliz € [-1,1],

a ktera je 2-periodicka, tzn. ¢(x) = ¢(x + 2) pro kazdé = € R. Neni tézké si rozmyslet, Ze plati
nerovnost

(1) — d(s)] < [s —1] (6)
pro kazdé s,t € R. Specialné je ¢ spojita na R.

Definujme
o 3 n
= - 4"x), eR.
=3 (3) o).
Jelikoz |¢(x)| < 1 pro vsechna = € R, fada z definice funkce f konverguje stejnomérné na R
podle Véty 1.26. Déle z Véty 1.34 vyplyva, ze f je spojita na R.
Ukazeme, Ze f neni diferencovatelna v zadném bodé. Zafixujme x € Ram € N a definujme

1
Op = £=4",
2

kde znaménko volime tak, aby platilo (4"x, 4™z + 4™6,,) N Z = (). To je vzdy mozné, protoze
|4™§,,| = 1/2. Déle pro n € N polozme

_ U+ 0m) — ¢ (4 )
Vi 1= . .
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Je-lin > m, potom 4",, = £4"""™ /2 je sudé ¢islo, a proto je v, = 0 z 2-periodi¢nosti funkce ¢.
Je-li n < m, mame podle (6) nerovnost |v,| < 4™. Specialné pro m = n plati v pfedchozi
nerovnosti dokonce rovnost |,,| = 4™, coz plyne z definice 9,,. Z téchto pozorovani dostaneme

m n m—1
fx 4+ 0m) — f(2) 3 3" +1
= - n| > 3" — 3" = .
o s \E) 2R
Koneéné, uvazime-li, ze d,, — 0 pro m — oo, vyplyva z odhadu vyse, ze
J) —
lim sup fle+9) = f(z) = 0.
6—0 d
Tedy f neni diferencovatelna v bodé x. [

Obrazek 1: Graf Weierstrassovy funkce sa = 1/2ab = 4.

1.5 Mocninné rady

Mocninné fady jsou specialni ptipad funkénich rad, ktery si zasluhuje zvlastni pozornost. Moc-
ninnou fadou rozumime funkéni fadu s ¢leny f,(2) = a,(z — 29)", kde {a,}>2, C Caz, € C,

tzn. fadu tvaru
o0
n
E an(z — 2)".
n=0
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Ctenaf by mél byt v tuto chvili jiz se zdkladnimi vlastnostmi mocninnych fad seznamen. Uvodni
cast tohoto vykladu bude tedy spise opakovanim. V druhé ¢asti vykladu nam ptjde zejména
o specialni dasledky vyplyvajici z partii o stejnomérné konvergenci.
Véta 1.38 (Cauchy-Hadamard):

Budte 2z, € C a {a, }°, komplexni posloupnost. Polozme

1

" Timsup, o a1/

kde specialné klademe

1/ = o0,

R .- 0, je-li limsup,,_, . |ax|
| oo, je-li limsup,, . |a,|'/™ = 0.

Potom mocninna fada Y~ a,(z — zo)" konverguje absolutné, pokud |z — z| < R a diverguje,
pokud |z — zy| > R.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti mizeme polozit 2z := 0.
Predpokladejme nejdiive, ze R € (0,00). Uvazujme fixni z € C s |z| < R. Ozname na
chvili r := |z|. ProtoZe je r < R, existuje § > 0 tak, ze r + § < R. Jelikoz mame

1 1
limsup |a,|"" = = < —,

existuje ng € N takové, ze pro vSechna n > ny je

neboli

Odtud méame

T" n
|an2"| < ( ) ,
)

a proto fada >~ |a,2"| konverguje podle srovnavaciho kritéria.

Nyni zafixujme z € C s |z| > R. Potom

1 1
limsup |a,|"/" = = > —,

a proto existuje nekone¢né mnoho indextt n € N takovych, ze |a,||z|™ > 1. Z toho plyne, Ze
posloupnost s ¢leny a,,2" nekonverguje k 0, a tudiz fada )~ a,, 2" diverguje.

Nakonec si staci rozmyslet, Ze prvni ¢ast dikazu lze zreprodukovat i pokud R = oo a po-
dobné druhou pro pfipad, ze R = 0. Tim je platnost tvrzeni ovéfena i pro krajni hodnoty R = 0
aR = o0. []
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Definice 1.39 (Polomér konvergence, obor konvergence): Cislo R € [0, 00] z Véty 1.38 nazy-
’ v . A o0 n z

vame polomér konvergence mocninné fady > >~ a,(z — 2o)". Dale oborem konvergence moc-

ninné fady >~ a,(z — 29)" nazyvame mnozinu

B = B (z0,{an}2,) := {Z eC

fada Z an(z — zo)" konverguje } :

n=0

Z Véty 1.38 vyplyva, ze obor konvergence mocninné rady splnuje
B.,(R) C B C B,(R),
kde jsme oznacili
B, (R):={2€C||z—2| <R} a B,(R):={2€C||z— 2| <R}

V bodech na hraniéni kruznici B, (R) \ B,,(R) = {# € C | |z — 20| = R} mocninna fada

konvergovat muze, ale nemusi. V komplexnim oboru je otazka konvergence mocninné rady v

bodech na hrani¢ni kruznici pomérné slozita a nad ramec tohoto kurzu, viz napft. [23, Kap. 16].
Omezime-li se jen na realné body, je oborem konvergence mocninné rady

o0

Z an(x — x0)"

n=0

jeden z intervalt
(ZEO—R,JZQ—FR), [ZEO—R,I0+R), (l’o-R,[Eo-FR] a [ZEO—R,$0+R].

K vysetfeni konvergence mocninné fady v krajnich bodech =y + R je zpravidla mozné pouzit
jemné;jsi kritéria pro konvergenci ¢iselnych fad znama z 1. ro¢niku. Variabilitu chovani moc-
ninnych fad na hranici oboru konvergence ilustruji nasledujici priklady.

Priklad 1.40:

o) 2"

a) Polomér konvergence mocninné fady » "/ =+

je R = oo.
b) Polomér konvergence mocninné fady )~ ,n"z" je R = 0.

¢) Polomér konvergence mocninné fady y >~ , 2" je R = 1. Ve vSech bodech kruznice |z| =
1 fada diverguje, nebot posloupnost {z"}>° , nekonverguje k nule.

o0 2"

d) Polomér konvergence mocninné fady » ", %~ je R = 1. V bodé »z = 1 fada diverguje
jako harmonicka fada. V bodé z = —1 fada konverguje napt. podle Leibnizova kritéria.
Aplikaci Dirichletova kritéria 1ze ukazat, ze fada konverguje ve vsech bodech kruznice
|z| = 1 kromé bodu z = 1.

v . ’ v n . v v .
e) Polomér konvergence mocninné fady ) | %5 je R = 1. Ve vech bodech kruznice |z| =

1 fada konverguje, nebot ji 1ze majorizovat konvergentni fadou y - #
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Nyni obratime svou pozornost na studium stejnomérné konvergence mocninnych rad a jeji

dasledky.

Véta 1.41: Mocninna fada >~ a,(z — 29)" s polomérem konvergence R > 0 konverguje
stejnomérné na B, (r) pro kazdé 0 < r < R. Specialné mocninné fada konverguje lokalné
stejnomérné na B, (R).

Ditkaz. Zvolme r € (0, R). Potom
|an(z = 20)"[ < |an|r"

provsechna z € B, (r)an € No. ZVéty 1.38 plyne, zetada Y - |a,|r" konverguje. Tudiz fada
Y oo an(z — 29)™ konverguje stejnomérné na B, (1) podle Weierstrassova kritéria (Véta 1.26).

[]

Pokud mocninna fada konverguje v bodé na hranici oboru konvergence, 1ze tvrzeni o stej-
nomérné konvergenci mocninné rady z Véty 1.41 rozsirit. V realném oboru se tak dostavame k
nasledujici Abelové vété.

Véta 1.42 (Abel): Necht >  a,(x — z0)" je mocninna fada s polomérem konvergence R €
(0, 00). Konverguje-li tato fada v bodé xy + R resp. xy — R, potom konverguje stejnomérné na
intervalu [zg, x¢ + R] resp. [z — R, xo].

Ditkaz. Vétu dokazeme aplikaci Abelova kritéria. Predpokladejme napt., ze Y~ a,(x — xo)"
konverguje v bodé z( + R. Potom fada ), a, R" konverguje. Navic mame

T — xo|"
sup sup ’—nl <1
neENg xo<zx<zo+R R

Nyni staci aplikovat Abelovo kritérium na fadu

i@n(x —x)" = iaan (x ;zmo)n

[]

Poznamka: Podobnou ideou jako v dikazu Véty 1.42 1ze dokazat, Ze mocninna rada konverguje
stejnomeérné na kazdé kompaktni podmnoziné jejiho oboru konvergence.

Véta 1.43: Souctova funkce mocninné fady Y a,,(z—zp)" s polomérem konvergence R > 0
je spojita na B, (R).

Diikaz. Véta je okamzitym diisledkem Vét 1.41 a 1.34. O]

Tvrzeni Véty 1.43 lze rozsirit také na hranic¢ni body jejitho oboru konvergence. Pro realné
mocninné fady dostaneme nasledujici klasickou Abelovu vétu.
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Véta 1.44 (Abel): Bud )~ a,(r—2z)" mocninna fada s polomérem konvergence R € (0, 00).
Konverguje-li fada >~ an(x — 2)" v bodé z( + R resp. v bodé o — R, potom jeji souctova
funkce s je spojita v bodé xy + R zleva resp. v bodé zy — R zprava, tzn.

s(xp+R)= lim s(x) resp. s(zg—R)= lim s(x).
(%o ) s (2o L R) (z) P (o ) e (zor R)+ €9
Diikaz. Vyplyva z Abelovy Véty 1.42 a Véty 1.34. [

Poznamka: Véty 1.43 a 1.44 implikuji nasledujici tvrzeni pro realné mocninné rady: Souctova
funkce mocninné rady je spojita na svém oboru konvergence vzhledem k tomuto oboru. Nicméné
toto tvrzeni ziistava v platnosti i pro komplexni mocninné rady.

Priklad 1.45: Abelovu Vétu 1.44 lze pouzit ke s¢itani Ciselnych fad. Pfipomeneme-li si znamé
Taylorovy rozvoje elementarnich funkci, dostaneme napft. soucty:

o n+1 o (_1)n+1
Z = lim ——2" = lim In(1+2)=1In2

x—)l— n z—1—
n=1 n=1

nebo

oo n 0 1)
Z (-1 = lim Z (=1) 2" = lim arctgz =

= on —|— 1 x%lf e on —+ 1 r—1—

4>|>1

Véta 1.46: Necht s je souctova funkce mocninné fady » >~ a,(x — x)" s oborem konver-
gence B. Potom pro kazdy interval [a, b] C B plati:

o0

/ Z (b—xo)" ™ — (a — xo)" ™!
a n+1 '

=0

Ditkaz. Z Vét 1.41 a 1.42 vyplyva, ze fada )~ a,(x — )" konverguje stejnomérné na libo-
volném intervalu [a, b] C B. Tvrzeni je proto dusledek Véty 1.35. O

Véta 1.47: Soultova funkce s mocninné fady » .~ a,(x — x¢)" s polomérem konvergence
R > 0 je diferencovatelna v kazdém bodé z € (zo — R, z9 + R) a plati:

o0
= Znan(x — x9)" !
n=1

pro kazdé x € (zg — R, zo + R).
Diikaz. Podle predpokladu a Véty 1.38 je

1

Odtud plyne, ze polomér konvergence mocninné fady

lim sup |a,|*/™

Z nay,(x — 20)" " = Z(n + 1)apg1(z — x0)"
n=1 n=0

33



je také R, nebot

1/n

1
limsup |(n + 1)ang1 Y™ = lim |0+ 1Y limsup |an |V = =.
n—00 n—00 n—00 R
Potom podle Véty 1.41 fada -, na,(x — xo)" ' konverguje lokalné stejnomérné na (xo —
R, zo + R), a proto mizeme aplikovat Vétu 1.36, ktera jiz implikuje tvrzeni. [

Poznamka: Véta 1.47 plati i pro komplexni mocninné fady >~ a,(z — z)", kde interval
(xo— R, 9+ R) je nahrazen mnozinou B, (R) a derivaci s'(z) chapeme v komplexnim smyslu.

Mocninnou fadu mizeme tedy na vnitiku oboru konvergence derivovat ¢len po ¢lenu a vy-
sledkem je opét mocninna rada se stejnym polomérem konvergence. Vétu 1.47 mizeme apliko-
vat opakované a zjistime tak, ze souctova funkce s ma na (zo — R, x¢ + R) derivace vSech fada
a pro n-tou derivaci plati:

s"(x) =Y k(k—1)... (k= n+Day(x — 2)"™",  Va € (m— R,z0+ R).
k=n

Dosadime-li x = zy do této rovnosti dostaneme vztah mezi koeficienty mocninné fady a jeji
souctové funkce:
s (z0)

n!
Funkce f, kterd mé na intervalu (a, b) derivace vSech fadt se nazyva hladkdna (a, b) a mnozinu
vsech hladkych funkci na (a,b) zna¢ime C*(a,b). Souctova funkce mocninné fady je tedy
hladka funkce na vnittku oboru konvergence.

s Vn € No.

Ay =

Definice 1.48 (Taylorova fada): Necht funkce f ma v bodé z, derivace vsech radi. Mocninnou

fadu -
[o¢] f n > .
> (o)
n=0

nazyvame Taylorovou fadou funkce f se sttedem v bodé zj.

Z predchozi diskuze je jasné, ze kazda mocninna rada s kladnym polomérem konvergence
je Taylorovou fadou své souctové funkce. Zamysleme se nad opa¢nym problémem, tj. zda se
souctova funkce Taylorovy fady hladké funkce f se stfedem v x, kterd méa kladny polomér
konvergence, rovna funkci f alesponn na néjakém okoli xy. Za chvili uvidime na konkrétnim
prikladu, Ze to obecné pravda neni. Hladkost totiz k takové vlastnosti nestaci a dostavame se
tak k pojmu realné analyticka funkce.

Definice 1.49 (Realné analyticka funkce): Budte —oo < a <b < ooa f € C*™(a,b). Funkci f
nazyvame realné analytickou na (a, b), pokud ke kazdému zy € (a, b) existuje okoli H,, tak, ze

flz) = i %(w —x9)", Vx € H,,
n=0 )

tj. f je souctovou funkci své Taylorovy rady se stfedem v xy na H,,,. MnozZinu realné analytic-
kych funkei na (a, b) zna¢ime C*(a, b).
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Z definice je ziejmé, ze C“(a,b) C C*°(a, b), ovSem tato inkluze neni rovnost. To znamena,
ze existuji funkce, které jsou hladké, ale nejsou realné analytické. Ukazeme si to na nasledujicim
klasickém prikladé.

Priklad 1.50: Uvazujme funkci

= {5 oo
0, prox = 0.

Nejprve ovéiime, ze f € C*°(R). Ziejmé ma f derivace vSech fadt v bodech x € R\ {0}. Staci
si tedy rozmyslet, zZe je tomu tak i v bodé z = 0. Nejprve se jednoduse matematickou indukci
OVeri, ze

1 1
f™(z) = p, (—) e «2, VreR\{0},
x
kde p,, je polynom stupné 3n (ovéite). Ve vypoctech uzijeme toho, ze pro kazdé k € N je
lim — e = 0,
z—=0 1

(vite proc?) z cehoz vyplyva, ze
1
lim p (—) e =0
x—0 x
pro libovolny polynom p.

Matematickou indukci ovéfime, ze pro kazdé n € N ma f v bodé x = 0 derivaci fadu n a
plati M (0) = 0.Je-lin = 1, mame

7o) = im LSO i Lo

x—0 X z—0

Dale pro n € N predpokladejme, ze £ (0) = 0. Potom

M) (g) — f()
f(n+1)(()) = lim f() = F(0) = lim lpn (1) e <2 =0.
z—0 X z—=0 2 X

w"“

Tim jsme dokazali, ze f € C*(R).

Protoze f(™(0) = 0 pro viechna n € Ny, je souctova funkce Taylorovy fady funkce f se
stfedem v bodé 0 identicky nulova funkce. Funkce f ale neni identicky nulova na zadném okoli
bodu 0, a proto f neni realné analyticka na zddném intervalu (a, b) obsahujicim bod 0. Specialné

f ¢ C“(R).
Existuji dokonce hladké funkce, jejichz Taylorova fada ma nulovy polomér konvergence,
tzn. je divergentni vSude mimo svuj stred.

Priklad 1.51: Funkce definovana vztahem
flz) = / e~" cos(zt?)dt
0
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je hladka na R. K ovéfeni tohoto tvrzeni potfebujeme tzv. Vétu o derivaci, ktera uvadi postacujici
podminku pro zaménu derivace a integralu a bude dok4dzana a7z mnohem pozdéji (viz Véta 5.48).
Nicméné z této véty vyplyva, ze f ma na R derivace vSech rada a vzorec pro n-tou derivaci
dostaneme derivovanim funkce v integralu podle x. Vyjde nam

fO(x) = (=1)" /000 '~ cos(xt?)dt

FeY(z) = (—1)”“/ 4 2ot gin (pt?)dt
0

pro kazdé x € R an € Ny. Odtud plyne, ze pro kazdé n € Ny je f*"*1(0) =0 a

Fe(0) = (1) /Oo the~tdt = (—1)"(4n)!,

0

kde posledni rovnost 1ze ovérit integraci per partes. Proto Taylorova fada f se sttedem v bodé
0 je mocninna rada

)

— (=) @n)! ,,
2 2n)l "

n=0

jejiz polomér konvergence je 0, nebot

(ovérte).

Jak tedy poznat, zda je zadana hladka funkce realné analyticka? Uzitecny aparat nabizi teorie
funkci komplexni proménné, ktera je mimo ramec tohoto kurzu. Dalsi moznosti je Taylorova
véta, kterou ¢tenar zna z 1. ro¢niku.

Piedpokladejme pro jednoduchost, Ze f je hladka funkce na R a 2y € R. Dale predpokla-
dejme, Ze Taylorova fada funkce f se stfedem v bodé z(, ma polomér konvergence R > 0. Z
Taylorovy véty plyne, ze pro kazdé n € Nax € R je

f(x) = To(x) + Rnga (2),
kde T, je n-ty castecny soucet Taylorovy fady (Taylorav polynom)

n ) (g
7,0 = 3 i o — )t

k=0

a R, .1 je zbytek v Taylorové vzorci po n-tém Taylorové polynomu. Odtud plyne, Ze pro x €
(zo — R,z0 + R) je

) (2,
f) =3 T gy
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pravé kdyz lim,,_,, R,+1(x) = 0.V konkrétnich ptipadech lze vyuzit napf. Lagrangeova tvaru
zbytku

(n+1)
Rui1(x) = %(x — z0)"H,

kde ¢ je bod lezici na spojnici bodt z a xy k ovéfeni, ze lim,, o R,+1(x) = 0. Tento postup by
mél byt znam z 1. ro¢niku. Lze tak ziskat Taylorovy fady elementarnich funkci, viz Cviceni 1.9.

Nakonec si uvedeme jednu charakteristiku realné analytickych funkci. Dokazeme si vsak jen
jednu implikaci, kterou lze jednoduse ukazat prostfedky realné analyzy. Obvykly dikaz druhé
implikace pouziva tzv. Cauchyuv integralni vzorec, ktery je klasickym vysledkem z komplexni
analyzy, avsak mimo ramec tohoto kurzu, viz napft. [23].

Véta 1.52: Budte —oo <a <b<ooaf e C>®(a,b). Potom f € C*(a,b), pravé kdyz

(Vxq € (a,b))(IH,, okoli z()(3C > 0)(Vn € Ny) ( sup |f™(z)] < C”“n!) :

xEHzO

Poznamka: Alternativné mizeme podminku z Véty 1.52 vyjadrit také takto:

(V[er, B8] C (a,b))(3C > 0)(¥n € Ny) ( sup |f™(z)] < C’"+1n!> .

zela,f]

Diikaz postacujici podminky z Véty 1.52. Uvazujme f € C*(a,b) a zvolme xq € (a,b). Podle
predpokladu pak existuje H,, C (a,b) okoli zy a konstanta C' > 0 tak, ze

sup |/ (z)] < C"*'nl
CEEHZO

pro vSechna n € Ny. Ukazeme, Ze f je souctovou funkci své Taylorovy rady se stfedem v x4 na
okoli bodu x.

Nejprve si vSimneme, Ze Taylorova fada funkce f se sttedem v xy ma kladny polomér kon-
vergence, nebot jeji n-ty clen mizeme odhadnout

'M

- S Cm+1|l‘ . IO’n‘

(x —x0)"

Ze srovnavaciho kritéria potom plyne, Ze pro kazdé x € H,, splijici |z — zo| < 1/C je Tay-
lorova fada funkce f se stfedem v xy konvergentni. Jeji polomér konvergence je tedy alespon
1/C. Bez Gijjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze

! !
i L -
@0 & (xo 5070t 20) ’

jinak bychom vzali mensi okoli H,, tak, aby to platilo.
Podle diskuze nad tvrzenim nyni staci ukazat, ze pro kazdé x € H,, plati:

nh—>nolo RnJrl(‘x) = 07
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kde R, je zbytek v Taylorové vzorci po n-tém Taylorové polynomu funkce f. K tomu pouzi-
jeme Lagrangetv tvar zbytku:

Ryi(x) = ha 10

kde ¢ je bod leZici na spojnici bodd = a . Je-lix € H,,, potom také { € H,, a navic |z — x| <
1/(2C). Proto mzeme odhadovat

[f ()]

|[Bnia ()| = <712 =

n+1
(n+1)! %ol

C'?2m4+ 1 L\ C
—  (n+1)! 20 ol

pro véechnan € Ny az € H,,. Jelikoz vyraz napravo konverguje k nule pro n — oo, je také
lim,, o Rpi1(x) = 0 pro vSechna = € H,,. O

Uvedme uz jen jako poznamku nékolik tvrzeni, které dokresluji komplikovanost vztahu
hladkych a realné analytickych funkci. Zaujaty ¢tenaf najde dikazy v uvedenych referencich.

Poznamka: 1. Uz v roce 1895 E. Borel dokazal, Ze existuje hladka funkce s libovolné predepsa-
nou posloupnosti derivaci v jednom bodé. Pfesnéji, k libovolné posloupnosti

{antnzo CR
existuje funkce f € C°(R) takova, ze
(Vn € No)(f™(0) = a,,).

Jednoduchy dtikaz lze nalézt napft. v ¢lanku [21]. Toto tvrzeni dava tusit, Ze je mnoho hladkych
funkci, které nejsou realné analytické.

2. Priklad 1.51 ukazuje hladkou funkci, jejiz Taylorova fada se stiedem v bodé 0 ma nulovy polo-
mér konvergence. Existuje pfiklad hladké funkce, jejiz Taylorova rada se stfedem v libovolném
o € R ma nulovy polomér konvergence. S pomoci Baireovy véty byl priklad zkonstruovan
v [18], vice explicitni konstrukeci lze najit v [5].

3. Z postacujicich podminek uvedme zajimavou Bernsteinovu vétu: Je-li f € C*(a,b) a

(¥n € No)(Va € (a,0))(f"™ () 2 0),

potom f € C*(a,b). Odtud napf. plyne, ze f(x) = exp(x) je realné analyticka na R. Bernstei-
novu vétu lze zobecnit tak, ze pokud pro kazdé n € Ny neméni f™ znaménko na (a,b) (ale
znaménka mohou byt rzna pro razna n), potom f € C“(a,b). Elementarni dukaz lze najit
v [17].

4. Priklad 1.50 ukazuje hladkou funkci f, jejiz Taylorova fada se stiedem v bodé 0 ma kladny
polomér konvergence, ale nekonverguje k f na zadném okoli 0. Pro jakykoliv jiny st¥ed z¢ # 0
by jiz shoda na néjakém okoli x( nastala. Ukazuje se, ze je-li pro kazdé xq € (a,b) polomér
konvergence Taylorovy fady f € C*(a,b) se sttedem v xy kladny, potom existuje podinterval
(c,d) C (a,b) takovy, ze f € C“(c,d). S pomoci Bairovy véty lze potom ukazat, Ze mnozina
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stfedl xg, v nichz se souctova funkce Taylorovy fady f € C*(a, b) lisi od f na kazdém okoli z,
je vsude fidk4 podmnozina (a, b), tj. jeji uzavér ma prazdny vnitiek [3, str. 192].

5. Pokud bychom zkoumali v Pfikladu 1.50 polomér konvergence R jako funkci stfedu R =
R(zy), zjistili bychom, ze R(x¢) — 0 pro xy — 0. Pokud ale pro f € C*(a, b) plati, Ze

(36 > 0)(Vz € (a,b))(R(z) > 6),

je f € C¥(a,b). Toto tvrzeni pravdépodobné jako prvni vyslovil A. Pringsheim jiZ v roce 1893.
Ovsem predlozil dikaz s netrivialni chybou. Nicméné tvrzeni je pravdivé a korektni dikazy
byly pozdéji nalezeny. Jeden takovy dikaz i zobecnéni této véty najde ctenar v ¢lanku [4].

Ve Cviceni 1.5 jsme naznacili, ze fady (ne nutné mocninné) 1ze mezi sebou nasobit. Na zavér
této casti si ukdzeme, Ze mocninné fady muzeme za jistych predpokladu také délit. Uvazujme
dvé mocninné rady obé s kladnym polomérem konvergence:

flz) = Zanz” a g(z)= anz”.

n=0

Souctové funkce f a g jsou tedy definovany na néjakych kruzich se stredem v pocatku. Pied-
pokladejme dale, ze g(0) # 0, tzn. by # 0. Potom je funkce

f(2)

h(z) := o(2)

dobfe definovana na néjakém okoli pocatku. Navic lze ukazat, ze h je souctovou funkei své
Taylorovy fady, ktera ma kladny polomér konvergence. Elegantni argument k dikazu tohoto
tvrzeni je opét pfedmétem komplexni analyzy, kde se ukazuje jednoduchy vztah mezi moznosti
rozvoje funkce do Taylorovy fady a komplexni diferencovatelnosti. Zde pfijmeme jako fakt, ze
funkci h 1ze na okoli poc¢atku napsat ve tvaru mocninné fady

h(z) = Z 2"

n=0

s kladnym polomérem konvergence. Nasim cilem bude najit vztah pro neznamé koeficienty c,,.
Dosadime-li do rovnosti f(z) = g(2)h(z) pfislusné mocninné fady, dostaneme

i apz” = i b, 2" i ezt = i (i bmcn_m> z".
m=0

n=0 n=0 n=0 \m=0

Jelikoz koeficienty mocninné rady s kladnym polomérem konvergence jsou ur¢eny jednoznacné
(jeji souctovou funkci), vyplyva z posledni rovnice, ze koeficienty u odpovidajicich mocnin 2
musi byt stejné, tj.

=Y buCnem, Vn €Ny (7)

m=0
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Rovnice (7) urcuje koeficienty c,, rekurzivné:

1 n
Cp = % (an — Z bmcnm> ,  Vn € Nj.

m=1

protoze by # 0 podle pfedpokladu. Napoc¢itame-li prvni tfi koeficienty, dostaneme

Qo
o= —
0 bo’
1 a1by — agby
c1=— (a1 — bieg) = —————,
1 bo (a1 1Co) =
1 a0b2 — aobobg — (Z1b()b1 + CLQbQ
Cy = — (CLQ — b101 — bQCO) = 1 3 0.
Snadno se ovéri, Ze ¢, je obecné funkci koeficientt ay, . .., a, a by, ..., b, prokazdé n € Ny. Ve

vzacnych pripadech, je mozné najit explicitni vzorec pro ¢,, vétsinou ale zistane u rekurzivni
formule. Ukazeme si to na nasledujicim prikladeé.

Priklad 1.53: Najdeme Taylorovu fadu funkce

z
e —1

h(z) =

dodefinovanou spojité v pocatku, tj. h(0) = 1. Funkei h 1ze chapat jako pfevracenou funkeci

e —1 1 [= 2™ = Z"

a proto v pfedchozim vykladu o déleni mocninnych fad polozime f(z) := 1, Vz € C. Odtud
pro koeficienty Taylorovych fad funkei f a g se stfedem v pocatku dostaneme

n — Un bn = ) € Np.
a ,0 a (n + 1)‘ n 0
Dosadime-li do rovnice (7), vyjde nam, ze co = 1 a
"\ Cuem . Cm .
0= —_— = — X, jellineN.
= (m+1)! n;)(n—m—i—l)!

Napiseme-li ¢,, = B,,/n!, dostaneme posloupnost { B,,}2° , uréenou rekurentné rovnicemi

= 1
By=1 a Z(n+ >Bm:O pron € N,

m
m=0

neboli

n—1
1 1
By=1 a B,=- E <n+ )Bm pron € N.

m
m=0
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Cleny posloupnosti { B, }°2_, jsou tzv. Bernoulliova ¢&isla:
1
Bgzl, Bl = —= 82: s BgZO, B4:—— Bg,:O7 BGZE, atd.

Celkem je tedy

o0
=S
2 _1 |
e 1 —~ nl

na néjakém okoli pocatku. Bez blizsi znalosti asymptotického chovani B,, pro n — co, nemu-
zeme urcit polomeér nalezené mocninné fady z Véty 1.38. Jednoduchou odpovéd nabidne opét az
komplexni analyza, odkud vyplyne, Ze polomér konvergence je roven absolutni hodnoté nenu-
lového feseni rovnice e* = 1, které je nejbliz pocatku. Tato feSeni jsou 271, a proto je hledany
polomér konvergence roven 27.

Piiklad 1.54: Predchozi priklad mizeme vyuzit k nalezeni Taylorova rozvoje funkce

f(z) = %cothg,

dodefinovanou spojité v po¢atku hodnotou f(0) = 1, nebot

2 2 zef?P4e#? zer4 1l 2 2 z z
—coth= == == =z +1 :
2 2 2e#2_—e"2/2 2e2—-1 2\er—1

Odtud a z vysledku pfedchoziho prikladu dostaneme

z z = B, n % = B, n

n=0

a tato rovnost plati na kruhu |z| < 2. ProtoZe je funkce f sud4, musi byt koeficienty jeji
Taylorovy fady u lichych mocnin z rovny nule (rozmyslete). A proto z rozvoje f plyne, Ze
B, 11 = 0 pro vsechna n € N. Celkem tedy

z z =

Zcothz =1 2 8

2“9 +; 2n)!” ®)
pro vechna z € C, |z| < 2.

1.6 Trigonometrické rady

Definice 1.55 (Trigonometrické fady): Necht {a,}>°, a {b,}>, jsou redlné posloupnosti a
T > 0. Radu tvaru .

ag < nrx , mm)

— a, cos — + b,, sin ——

2 * ; T * T

nazyvame trigonometricka rada s periodou 27T
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Poznamka: Vsimnéte si, ze pokud trigonometricka rada konverguje pro kazdé x € R, je jeji
souctova funkce periodicka s periodou 27'. Pfi studiu trigonometrickych fad se ¢asto omezime
na specialni ptipad 7' = 7, nebot rozdil mezi obecnym a timto specialnim pfipadem neni za-
sadni a vzorce pro 7" = 7 maji jednodussi tvar.

Analyzu trigonometrickych rad inicioval Jean-Baptiste Joseph Fourier na pocatku 19. stoleti.
Ve svém clanku z roku 1822 hledal feSeni rovnice vedeni tepla pravé ve tvaru trigonometrické
fady. V tomto ¢lanku se také objevila obecna domnénka, ze kazdou periodickou a spojitou funkeci
lze rozvinout v trigonometrickou fadu. Protoze ani zékladni pojmy jako funkce, spojitost, in-
tegral, atd. nebyly v této dobé jesté jasné ukotveny, nebyly ani Fourierovy zavéry dokazany
zcela rigorézné. Nicméné Fourierova prace a jeho myslenky odstartovaly vyzkum, ktery ma
dnes mnoho aplikaci a ktery pfispél zasadnim zptisobem k formovani moderni analyzy.

Nasim hlavnim cilem bude vyjasnit si, co to znamena rozvinout funkeci v trigonometrickou
fadu a alespon ¢astec¢né vysvétlit, jaké funkce lze rozvijet.

Nejprve najdeme vztah mezi koeficienty a,, a b,, trigonometrické rady a jeji souctovou funkci
F' - tzv. Eulerovy vzorce. Pro tento ucel predpokladejme, Ze trigonometricka fada s periodou 27
konverguje stejnomérné na [—, 7| k souctové funkci F. Mame tedy

F(z)= % + nz_:l (a,, cosnz + b, sin nx) 9)
pro x € [—m,7|. Pfedpoklad stejnomérné konvergence trigonometrické fady pouzijeme poz-
déji pro ospravedlnéni zamény integralu a sumy. Nejprve ale budeme pottebovat nasledujici
jednoduché integralni identity.

Lemma 1.56: Pro kazdé m,n € N plati:

/ sin(max) sin(nx)dx :/ cos(ma) cos(nx)dx = Ty, p.

—T —T

/ " sin(m) cos(nz)dz — 0.

—T

Diikaz. Je prenechan c¢tenafi jako Cviceni 1.10. [

Vynasobime-li obé strany rovnice (9) funkeci cos(mz), kde m € Ny a integrujeme od —7 do
m, dostaneme

/W F(z) cos(mzx)dz

—T

— % cos(mx)dx + Z (an/ cos(max) cos(nx)dx + bn/ cos(mx) sin(n:c)d;p) .

—T —T

n=1
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Zaménu integralu a sumy ospravedliuje predpoklad stejnomérné konvergence a Véta 1.35. Pro-
toze skoro vsechny integraly napravo jsou nulové podle Lemma 1.56, vyraz se znac¢né zjedno-
dusi. Pro kazdé m € Ny tak dostaneme rovnost

/ " P (@) cos(ma)dz = Tanm,

-7

neboli prvni Eulerovy vzorce:

™

1 ™
Uy = —/ F(z)cos(mx)dz, Vm € Ny.
Zcela analogickym postupem, kdy vynasobime (9) funkci sin(mx), kde m € N, a zintegrujeme
od —7 do 7, odvodime druhé Eulerovy vzorce:

by = l/ F(z)sin(mx)dz, Vm € N.

™

-7

Odvozeni Eulerovych vzorcii 1ze jednoduse zobecnit na pfipad s obecnou periodou 7" > 0.
Toto pozorovani je motivaci pro nasledujici definici Fourierovy rady funkce. Pro zestru¢néni
zapisu si jesté ozna¢me symbolem R(a,b) prostor funkei, které maji absolutné konvergentni
zobecnény Riemannuv integral na intervalu (a, b).

Definice 1.57 (Fourierova fada): Necht f € R(a,b), kde a,b € R ab — a = 27. Trigonomet-
rickou fadu

9 Z (ay, cosnx + b, sinnx)

n=1

s koeficienty a,, a b,, ur¢enymi Eulerovymi vzorci:
1 b
= —/ f(z)cos(nz)dz, Vn € Ny,
7T a
1 b
= —/ f(z)sin(nz)dz, Vn €N,
™ a

nazyvame Fourierova fada funkce f na intervalu (a,b).

Poznamka: Fourierova fada funkce f € R(a,b) na obecném omezeném intervalu (a, b) délky
b—a = 2T > 0 je trigonometricka rada

nmx
—i—Z(ancos——l—b smi>,

T
kde
1 ° nmwx
an = 77 ) f(x)cos de, Vn € Ny,
by — bf()'"”d Vn €N
= — m — .
W= z)sin —-—dz, ¥n



Poznamka (Komplexni formulace): Nékdy se pouziva komplexni formulace trigonometrické
fady ve tvaru dvojité nekonecné sumy

[e.e]
ikma
E ce T,

k=—o00

kde ¢;, € C. Protoze

ikmx ikmx ikmax
E CkeT—CU—FngeT—FECkeT

k=—00

> kmx
—CO—i-Z Cr+ Cc_p cos—+21 Cr — C_p SIHT

je mezi koeficienty ay, b a ¢, jednoduchy vztah:

co = %, ap =cp +cp, by=1i(cg —cx), VkeN

a naopak

ap —ib ay +1b
ag = 260, C — u, C_ = %, Vk € N.

Eulerovy vzorce pak maji kompaktni podobu

L e, ez

Ackoliv je komplexni formulace elegantni, my v tomto textu budeme striktné pouzivat jen re-
alnou formulaci.

Pfi odvozovani Eulerovych vzorcii jsme pozorovali, Ze stejnomérné konvergentni trigono-
metricka fada na [—, 7] (¢i obecnéji na [a, b]) je Fourierovou fadou své souctové funkce. Pfi-
rozené se nabizi minimalné dvé otazky: Jaké jsou to vlastné funkce, jejichz Fourierova fada
bodové/stejnomérné konverguje na [—m, 7]? A je v takovém pifipadé souctova funkce konver-
gentni Fourierovy fady rovna ptivodni funkci? Ucelem dalsi ¢asti textu bude zodpovédét tyto
otazky alespon castecné.

Véta 1.58 (Dirichlet): Nechta,b € R,b—a = 2ma f € R(a,b) je 2r-periodick. Potom mame:

1. Pro n-ty ¢asteény soucet F,, Fourierovy fady funkce f na (a, b) plati:

F.(x) = +Z (ay cos kx + by sin kx) = / f(&)Dp(x —t)dt

2

pro vSechnaz € Ran € N, kde

sin ((n + 1/2)t)
sin (t/2)

D,(t) :=
je tzv. Dirichletovo jadro.
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2. Fourierova fada f na (a,b) konverguje v bodé = € R k ¢&islu s € R, pravé kdyz

”(f(x+t)+f(iv—t)

lim
n—oo

. - s) D, (t)dt = 0.

Diikaz. 1.Podle Cviceni 1.8 je

n

_sin (tn/2) cos (t(n +1)/2) sm((n+1/2) ) —sin (¢/2)
D cos ki = sin (£/2) 2sin (¢/2) ’

k=1
neboli

1 < 1
— e —D . ].
5 + 321 cos kt 5 (%) (10)

Nyni pro z € R an € N dostavame pfimym vypoctem, Ze

b noob
Fo(x) = %/ f(t)dt + % Z/ (cos(kt) cos(kx) + sin(kt) sin(kz)) f(t)dt

:%/_: (%—i-zn:cos(k(a:—t))) / f()Dn(z —t)dt

Ve vypoctu jsme vyuzili identitu (10) a fakt, Ze pro integrabilni 27-periodickou funkci ¢ plati

rovnost ,
/g(t)dt:/ g(t)dt.

2. Rovnost z tvrzeni 1. mizeme dale upravit do tvaru

Fu(z) = — / " e+ D (P,

27T —TT—X

a vyuzijeme-li opét toho, ze integrand je 27-periodicka funkce, dostaneme

= %/—Z flz+71)Dy(7)dr

Vezmeme-li také do uvahy, Ze D,, je suda funkce, mizeme vyraz jesté dale upravit

F,(z) 27r (/ f(z+1)D dt+/oﬂf(x—t)Dn(—t)dt)

=55 |, U@+ f@=0) Du(t)dt.

Integrovanim rovnice (10) snadno ovéfime, ze

/0 " Do)t =
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Celkem tedy ziskavame pro kazdé =, s € R an € N rovnost

Fn(x)—s:l/oﬂ (f(“t)*f(x‘t) —s) D, (H)dt,

2
z ¢ehoz plyne tvrzeni 2. [

Tvrzeni 2. Véty 1.58 pfevadi vysetfovani konvergence Fourierovy fady na analyzu limity in-
tegralu s Dirichletovym jadrem. K této analyze budeme potfebovat jedno pomocné, ale dilezité
tvrzeni, které je specialnim pfipadem véty znamé jako Riemannovo—Lebesgueovo lemma.
Lemma 1.59 (Riemann): Necht —co <a <b < ocoa f € R(a,b). Potom plati:

lim bf(x) sin(nz)dr = lim bf(a:) cos(nx)dx = 0.

n—0o0 a n—0o0 a

Diikaz. Dokazeme tvrzeni s funkci sinus. Druhé tvrzeni s funkci kosinus se dokaze analogicky.
1) Nejprve piedpokladejme, ze a,b € R a f je riemannovsky integrabilni na [a, b]. Zvolme
€ > (. Potom existuje déleni o intervalu [a, b] tak, ze

[ t@ns=sn <5,

kde s,(f) je dolni integralni soucet f pfi rozdéleni o. Nyni mizeme zavést po ¢astech kon-
stantni funkci

k
s(@) =Y m Y 1 (2),
=1

kde a = 9 < 77 < --+ < xp = b jsou body z rozdéleni o, mgf) = infoc, 1) f(T) @ Xfea)
znadi charakteristickou funkci intervalu [c, d). Pro takovou funkci zfejmé plati s(x) < f(x) pro

kazdé z € [a,b] a
b
so(f) = / s(x)dz.

Odtud dostivame nerovnost

b b b b
€
/ |f(z) — s(z)|dx :/ f(z)dz —/ s(x)dxr = / f(x)dr — s.(f) < 7
Tvrzeni véty plati pro funkci s, nebot
b k o |
/ s(z) sin(nz)dx = Z ml(-f)/ sin(nz)dx = - Z mgf) (cos(nx;_1) — cos(nx;))
a i=1 Ti—1 1=1

a vyraz na pravé strané konverguje k nule pro n — oo. Proto existuje ng € N tak, ze

(Vn > ng) ( / bs($)sin(n$)dx < %) .
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Nakonec dostadvame

€ €
< -+ -=c€

/a " o() sin(n)da ‘1

< / |F(z) — s(2)| | sin(nz)| dz +

<1

/a " () sin(na)da

pro kazdé n > ng, z ¢ehoz plyne tvrzeni véty.

2) Nyni predpokladejme, ze fab f(x)dz absolutné konverguje jako nevlastni Riemanniv in-
tegral s jedinym kritickym bodem b. To Ize pfedpokladat bez Gjmy na obecnosti, jinak bychom
integral rozlozili na soucet konecné mnoha integral tohoto typu a vétu aplikovali na kazdy
s¢itanec.

Zvolme € > 0. Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze

b €
Podle jiz dokazaného bodu 1) je

lim C f(z)sin(nx)dz = 0,

n—oo a

a proto existuje ng € N tak, ze pro kazdé n > ng plati

<€
2.

/a " f () sin(na)da

Celkem tedy pro kazdé n > ng dostavame

b
/b f(x)sin(nz)dz| < + / f(z)sin(nz)dz| < g + g =e€.

/a " f(a) sin(na)da

]

Véta 1.60: Necht a,b € R, 0 —a =27 a f € R(a,b) je 2m-periodicka. Potom Fourierova fada
funkce f na (a,b) konverguje v bodé x k ¢islu s € R, pravé kdyz existuje ¢ € (0, ) tak, ze

lim OC (f(x ot s) cotg (%) sin(nt)dt = 0.

n—oo 2

Poznamka: Z tvrzeni plyne tzv. Riemannova véta o lokalizaci: Konvergence Fourierovy rady
funkce f i hodnota jejiho souctu v bodé x zavisi pouze na pruabéhu funkce f v bezprostfednim

okoli bodu z.

Diikaz Veéty 1.60. Dirichletovo jadro miizeme zapsat ve tvaru
, t
D, (t) = sin(nt) cotg (§> + cos(nt).

47



Z predpokladu vyplyva, Ze pro libovolné z, s € R ma funkce

P (LALES CEL

absolutné konvergentni zobecnény Riemannuv integral na (0, ), a proto podle Lemma 1.59

plati
lim (f(:v =t 5) cos(nt)dt = 0.
0

n—oo 2

Proto podle Véty 1.58 Fourierova fada funkce f na (a,b) konverguje v bodé z k ¢islu s € R,
pravé kdyz

lim OW (f(m na (it 3) cotg (%) sin(nt)dt = 0.

n—o0 2

Jesté jednou miizeme aplikovat Lemma 1.59 tentokrat na funkci

tH(f(xH)Jrf(a:—t)_S) t

5 cotg >

kterd ma absolutné konvergentni Riemanniv integral na intervalu (¢, ) pro libovolné ¢ €
(0, 7). Odtud plyne, ze

lim ; <f(x St s) cotg <%> sin(nt)dt = 0

n—00 2

pro kazdé ¢ € (0,7) a tudiz k tomu, aby Fourierova fada funkce f na (a,b) konvergovala v
bodé x k ¢islu s € R je nutné a staci, aby existovalo ¢ € (0, ) takové, ze

lim OC (f(x (it 3) cotg (%) sin(nt)dt = 0.

n—o0 2

]

Véta 1.60 charakterizuje funkce, jejichz Fourierova fada konverguje v bodé. Nicméné ctenar
muzZe vnimat toto tvrzeni jen jako jisté preformulovani zdkladniho problému, které stale nedava
zcela jasnou predstavu o tom, jaké to tedy vlastné jsou funkce, jejichZ Fourierova fada bodové
konverguje.

Nasledujici Diniho kritérium je postacujici podminka bodové konvergence Fourierovy rady,
ktera je jiz snadno aplikovatelnd pro pomérné Sirokou tfidu funkei chovajicich se ,rozumné®
na okoli bodu x. Napi. funkce f € R(a,b), pro kterou existuji ¢islac > 0, L > 0a« € (0,1]
takové, ze plati

(vt € (0,0)) (If(z +1) + f(x —t) — 25| < Lt%),

vyhovuji pfedpokladim Diniho kritéria, a proto Fourierova fada funkce f konverguje v bodé x
k ¢islu s.
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Véta 1.61 (Dini): Necht a,b € R, b —a = 27 a f € R(a,b) je 2r-periodicka. Existuji-li
c € (0,m)as € R tak, ze konverguje integral

/c |f(x+t)+];(x_t)_28|dt,
0

potom Fourierova fada funkce f na (a, b) konverguje v bodé z k ¢&islu s.

Diikaz. Z predpokladu véty vyplyva, ze konverguje také integral

/Oc|f(x+t)+f(x_t)_28|cotg (%) dt:/oc ’f(.T—Ft)—l—];(x—t)—Qs‘tcotg (é) ar

protoze funkce ¢ — tcotg(t/2) je omezena riemannovsky integrabilni funkce na intervalu
(0, ¢). Aplikaci Lemma 1.59 odtud dostaneme, Ze

lim OC (f@” n i) s) cotg (%) sin(nt)dt = 0

n—o0 2

a tvrzeni plyne z Véty 1.60. O

V dal$im vykladu jesté vice omezime mnozinu studovanych funkci f s cilem ziskat snadno
aplikovatelnou postacujici podminku pro bodovou konvergenci Fourierovy fady funkce f v ter-
minech spojitosti a diferencovatelnosti f. Pfed tim si jesté vyjasnime dva pojmy.

Definice 1.62 (Po ¢astech spojita funkce): Rekneme, e funkce f je na omezeném intervalu
la, b] po ¢astech spojita, pravé kdyz existuje déleni a = zo < z7 < - -+ < x,, = b intervalu [a, b]
takové, ze

1. f je spojita na (z;_1,x;) pro kazdé i € n.
2. Existuji kone¢né jednostranné limity

flxi+) = lim f(z) a f(z;—):= lim f(z),

rT—Ti+ T—T;—
provsechnai € {1,2,...,n — 1} ataké f(a+)a f(b—).

Jak jsme jiz pozorovali, souctova funkce konvergentni trigonometrické rady s periodou 27°
je 2T-periodicka funkce. To se odrazilo v piedpokladech Vét 1.58, 1.60 a 1.61, kde jsme uvazo-
vali 27-periodické funkce, nebot jsme pro jednoduchost vzali 7" = 7. Abychom mohli odvozena
tvrzeni pouzit i na funkce definované na omezeném intervalu, pomahame si periodickym pro-
dlouzenim. Toto prodlouzeni jesté navic jistym zpisobem regularizujeme v bodech nespojitosti.
Duvod tohoto kroku se vyjasni ve Vété 1.64.

Definice 1.63 (Periodické a regularizované periodické prodlouzeni): Necht a,b € R a f je
funkce definovana na [a, b]. Periodickym prodlouzenim f rozumime funkci fp., : R — R defi-
novanou vztahem

T —a

)= 1 (2= [E22] 6-) . waer
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kde [y] je dolni cela ¢ast redlného ¢isla y. Je-li navic f po ¢astech spojitd na [a, b], definujeme
regularizované periodické prodlouzeni f* : R — R vztahem

F(&) = 5 (per ) + fea)).

Komplikované vypadajici vzorce z pfedchozi definice maji jednoduchy vyznam. Graf funkce
fper vznikne ,nakopirovanim® grafu omezeni funkce f na [a, b) do kazdého intervalu [a+n(b—
a),b+n(b—a)),n € Z. Graf regularizovaného periodického prodlouzeni f* se lisi od grafu f.,
pouze v bodech nespojitosti f,.,, kde hodnota funkce f* je primérem jednostrannych limitnich
hodnot v tomto bodé, viz Obr. 2.

N
AAAAA

Obrazek 2: Graf funkce f (vlevo), jejiho periodického prodlouzeni f,., (vpravo nahoie) a jejiho
regularizovaného periodického prodlouzeni f* (vpravo dole).

Véta 1.64 (O bodové konvergenci Fourierovy fady): Necht funkce f ma po ¢astech spojitou
derivaci na omezeném intervalu [a, b]. Potom Fourierova fada funkce f na (a,b) konverguje

na R k funkeci f*.

Diikaz. Dukaz provedeme ve specialnim pfipadé, kdy b — a = 27. Modifikace pro obecnou
situaci je pfenechana Ctenafi.

1) Nejprve ukazeme, Ze z predpokladu véty vyplyva, ze je f po ¢astech spojita funkce na [a, b]
a tudiz ma na [a, b] absolutné konvergentni Riemanntv integral. Podle pifedpokladu mé f po
Castech spojitou derivaci na [a, b, coZ znamena, Ze existuje délenia = 2o < 11 < -+ < x, = b
intervalu [a, b] takové, Ze

1. f je spojité diferencovatelna na (x;_1, z;) pro kazdé i € n.

2. Existuji kone¢né jednostranné limity f’(x;+) pro vSechnai € {1,2,...,n — 1} a také
koneéné jednostranné limity f’'(a+) a f'(b—).
Prvni bod implikuje, Ze f je spojitd na intervalu (x;_1, ;) pro kazdé i € n. Staci tedy ukéazat
existenci a kone¢nost jednostrannych limit v bodech x, z1, . .., z,,.

Zvolme pevnéi € {1,2,...,n— 1}. Zaméfime se napt. na pravé okoli bodu z;. Jelikoz je f’
spojita na (x;, z;11) a existuji koneéné limity f'(z;+) a f'(x;41—), je f' omezena na (z;, ;1 1),
neboli

sup |f'(z)| = K < o0.

T; <x<Tjy1
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Aplikujeme-li Lagrangeovu vétu o pfirtistku, dostaneme pro libovolné y, z € (x;, z;+1) odhad

1f () = FE) =1 (Olly — 2| < Ky — =],

kde ¢ je ¢islo mezi y a z. Nyni kdyz k libovolnému € > 0 zvolime 0 < ¢ < ¢/ K, dostaneme pro
kazdé y a z z pravého okoli bodu z; takové, ze |y — z| < d nerovnost |f(y) — f(2)| < e To je
Bolzanova—Cauchyho podminka implikujici existenci a koneénost f(x;+). Analogicky se ovéfi
existence a kone¢nost f(x;—) i okrajové ptipady f(a+) a f(b—).

2) Uvazujme stéale déleni a = 29 < x; < --- < x,, = b intervalu [a,b] ai € {1,2,...,n}
pevné. Je-lix € (z;_1,x;), potom je f spojité diferencovatelna na okoli z, a proto miiZzeme opét
aplikovat Lagrangeovu vétu o pfirastku, ktera implikuje

(36 > 0)(3L > 0)(Vy € (x — 6,2+ 0))(|f(y) — f(z)| < Llx — yl).
Jinymi slovy dostavame, Ze pro vSechna t € (0, 9) plati

[fle+ )+ fle—1) = 2f(2)| < |f(x+1) = f(@)] + [f(x — 1) = f(2)] < 2Lt.

Odtud plyne, Ze je splnéno Diniho kritérium z Véty 1.61 probod z a s = f(x), a proto Fourierova
fada funkce f na (a, b) konverguje v bodé x k f(x).

Zbyva vysetrit konvergenci Fourierovy fady funkce f v bodech zg, z1, ..., x,. Uvazujme
néjaké i € {1,...,n — 1} a zaméfme se na pravé okoli bodu z;. Podle bodu 1) dikazu exis-
tuji kone¢né limity f(z;+) a f(z;41—), a tudiz je f spojitd na [x;, x;11] (vzhledem k [z;, ;1 1])
a diferencovatelna na (z;, z;11). MiZeme tedy znovu aplikovat Lagrangeovu vétu o ptirastku
a dostaneme

(Vy € (2, 2i0)) (If (y) — flzit)| < Kily —24)),
kde Ky :=sup,, ¢, |f/(§)| < co. Analogicky pro levé okoli x; najdeme K_ > 0 takové, ze

(Vy € (w1, 1)) (If(y) — f(@i=)| < K (21— y))
Z toho vyplyva, Ze existuje § > 0 takové, ze pro kazdé ¢ € (0, §) plati

[flzi+ )+ flzi —t) = flait) = f(@i=)| < [fla+ 1) = flait)| + [f (2 = t) — flzio)]
< (K- + Kot

Odtud a z Diniho kriteria vyplyv4, Zze Fourierova fada f na (a, b) konverguje také v bodé z; k
praméru (f(r,—) + f(zi+)) /2.

Nakonec zbyva vyfesit konvergenci Fourierovy fady v krajnich bodech a a b. K tomu staci
uvazovat periodické prodlouzeni f,., funkce f a postupem stejnym jako v pfedchozim odstavci
ukazat existenci ¢isel L_ > 0a L, > 0 takovych, Ze pro ¢t > 0 dostatecné mala je

‘fP6T<a + t) - fper(a+)| = ‘f(a + t) - f(CH‘)’ < L+t

| fper(a —1) = fper(a=)[ = [f(b—1t) — f(b—)] < Lt
a dale opét aplikaci Diniho kritéria vyvodime, Ze Fourierova fada f na (a, b) konverguje také v
bodé x = a tentokrat k praméru (f(a+) + f(b—)) /2. Podobné pro bod b. O
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V dikazu Véty 1.64 jsme vidéli, ze predpoklad f ma po ¢astech spojitou derivaci na [a, b]
implikuje, Ze f je po Castech spojita na [a, b]. Je-li funkce f s po ¢astech spojitou derivaci do-
konce spojita na [a, b], da se ukazat, Ze jeji Fourierova fada konverguje lokalné stejnomérné
na (a,b) k f, viz napf. [14, Véta 185]. Pfidame-li jesté pfedpoklad f(a) = f(b) dostaneme uz
stejnomérnou konvergenci Fourierovy fady funkce f na celém R, coZ je obsahem Jordanovy
véty, kterou dokazeme pozdéji (Véta 1.67).

Véta 1.64 ukazuje, ze Fourierova fada funkce f konverguje jak v bodech spojitosti f, tak i
v bodech nespojitosti f 1. druhu za predpokladu, ze ma f derivaci spojitou alespon po ¢astech.
Pomoci Diniho kritéria se da dokonce ukazat, Ze Fourierova rada spojité funkce f konverguje
v bodech, kde je f diferencovatelna. Naopak priklad Weierstrassovy funkce ukazuje, viz (5)
a Obr. 1, Ze diferencovatelnost funkce neni nutnou podminkou pro konvergenci jeji Fourierovy
rady.

Ctenaf by se mohl domnivat, Ze uz samotna spojitost funkce by mohla sta¢it pro bodovou
konvergenci jeji Fourierovy fady. Ze tomu tak neni, ukazal jiz du Bois-Reymond v roce 1873,
ktery nasel priklad spojité funkce, jejiz Fourierova fada diverguje v jednom bodé. Jednodussi
priklad pozdéji predlozil L. Fejér. Dokonce 1ze nekonstruktivné dokazat pomoci tzv. Bairovy
véty, ze existuje spojita funkce, jejiz Fourierova fada diverguje na nespocetné husté podmnoziné
(a,b), viz [23, Véta 5.12].

Na druhou stranu L. Carleson dokazal v roce 1966, ze Fourierova fada spojité funkce (do-
konce kvadraticky integrabilni v Lebesgueové smyslu) konverguje skoro vsude na [a, b]. Termin
,skoro vsude“ ma exaktni vyznam, ktery si ale budeme moci vysvétlit az mnohem pozdéji. Nyni
nam stac¢i mit povédomi o tom, Ze mnozina, na niz je Fourierova fada spojité funkce divergentni,
je v jistém smyslu zna¢né omezena. Carleson svym dukazem vyftesil dlouho otevieny problém
postulovany N. N. Luzinem v roce 1915.

Ilustrujme si nyni aplikaci Véty 1.64 na jednoduchém priklade.

Piiklad 1.65: Spocitime Fourierovu fadu funkce f(x) = z na (—m, 7). Podle Eulerovych
vzorcl mame

1 ™
a, = —/ zcos(nx)de =0, Vn € Ny,

™

—T
nebot integrujeme lichou funkeci pres symetricky interval okolo pocatku. Déle integraci per
partes najdeme

b=+ / " esin(n)de = ~ <[_£Cos(m)rw L1 /” Cos<m)d$> a1y

T J) T n nJ_, n

pro kazdé n - N. Protoze f splﬁuje pfedpoklady Véty 1.64, dostadvame rovnost
Xz SI{nr VT € T, 7).
n=1 n 7 ’

Rada (11) konverguje dokonce lokalné stejnomérné na (—x, 7). V krajnich bodech z = +7
konverguje Fourierova fada (11) k praméru (f(—m) + f(7)) /2 = 0, coz lze také ovéfit pfimo.
Souctova funkce fady (11) na R je rovna regularizovanému periodickému prodlouzeni funkce
f(z) = x, viz Obrazek 3
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Obrazek 3: Caste¢né soutty Fourierovy fady funkce f(z) = z na (—m, ).

Nyni si odvodime jednu dtileZitou nerovnost. Pro jeji a pozdéjsi pottebu si ozna¢ime R?(a, b)
mnozinu funkci f € R(a,b), pro které zobecnény Riemanntv integral

b
/ f*(z)dz
konverguje.

Véta 1.66 (Bessel): Necht a,b € R, a < ba f € R*(a,b). Potom koeficienty Fourierovy fady
funkce f na (a,b) spliwuji Besselovu nerovnost:

a—g+§:(a2+b2)< 2 /be(x)dx
2 =" Y T b—al, '
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Diikaz. Necht F,, oznaluje n-ty ¢asteény soucet Fourierovy fady funkce f na (a,b).

Dukaz provedeme pro specialni pfipad b — a = 27. Modifikace postupu pro obecnou situaci
je pfenechana ctenafi.

Upravime tzv. stfedni kvadratickou odchylku f a F, na (a,b):

Og/ab(f( ) — dg;_/ Pz :1:—2/ f(z dx+/abF3(x)dx.

Vyuzijeme-li 27-periodi¢nosti trigonometrickych funkci a identit z Lemma 1.56, dostaneme

/ ') Fyfa)de = % / fla)de + Z (k / " 1) cos(ha)da + b / ' ) Sin(k@dx)

—7T—+7TZ (aj +b7)

n

b 2 b b b
/ F2(x)dx = %/ dx—l—Z (ai/ cosz(lm)dx—l—bi/ sinQ(k:x)dx>

k=1
n

a2
WEO +7 (ai + bi) .
k=1

Tedy pro kvadratickou odchylku mame

OS/ (f(2) = Fo(w)) dw = / fla)de =72 =7y (af +8).
‘ “ k=1

z ¢ehoz vyplyva nerovnost
T
o+ 2 (@ +5) / Pz
k=1
platna pro kazdé n € N. Nyni staci poslat n — oo. O]
Poznamka: Zopakujme dikaz Véty 1.66 s tim rozdilem, Ze funkci F;, nahradime obecnym

trigonometrickym polynomem (s periodou 27) stupné nejvyse n, tj. funkci tvaru

T,(x) = %0 + Z cx cos(kx) + dy sin(kx),

k=1
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kde {ck}7 o, {di}}—; C R.Potom, je-li b — a = 2, dostaneme
b
| @) - @) as

(f
b, apCo u & ~ 5
— / fla)de —2m | =57+ > (axcr +bpdy) | + 7 o 2+ dp)
+

k=1 k=1
-/ fZ(x)derW(—(aO SO (e (e d)?) —w<% <ai+bi))
b a2 n b N
2/ f2(x)dx—7r<50+2(ai+bi)) :/ (f(z) = Fu(x))* da

Tedy . .
/ (f(x) — Tn(a:))2 dx > / (f(x) — Fn(:zj))2 dz,

pfitemz rovnost plati, pravé kdyz ay = ¢, pro vSechna k € {0,1,...,n} a b, = d; pro viechna
[ € n. Jinymi slovy, vidime, Ze mezi vSemi trigonometrickymi polynomy 7;, stupné nejvyse n,
ma n-ty ¢astecny soucet Fourierovy fady F,, funkce f nejmensi kvadratickou odchylku od f.

Poznamka: Vsimnéte si, Ze z Besselovy véty 1.66 plyne, Ze a,,b, — 0 pro f € R*(a,b),
coz je tvrzeni Riemannova lemma 1.59. Riemannovo lemma je ovSem obecnéjsi tvrzeni, nebot

R*(a,b) & R(a,b) proa,b € R, a < b.

Nakonec se ukéze, ze Besselova nerovnost plati dokonce jako rovnost pro funkce z R?(a, b).
Nez se k této tzv. Parsevalové rovnosti dostaneme, dokazeme si Jordanovu vétu o stejnomérné
konvergenci Fourierovy rady.

Véta 1.67 (Jordanova o stejnomérné konvergenci Fourierovy fady): Necht funkce f definovana
na omezeném intervalu [a, b] splfiyje:

i f(a) = f(b).
ii. f je spojitd na [a,b).
iii. f ma po castech spojitou derivaci na [a, b].
Potom Fourierova fada funkce f na (a, b) konverguje stejnomérné na Rk f,.

Diitkaz. Vétu dokazeme pro pfipad b — a = 27. Oznacme 2y = a < 1 < -+ < Ty <
Ty, = bvSechny body nespojitosti derivace f’. Integraci per partes dostaneme pro koeficienty
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Fourierovy fady f na (a, b):

= %/abf(x) cos(nz)dr = %i /:_ f(z) cos(nz)dz
_ % i ( ) sin(na)] / f(x)sin nx)dx)

1
= — (f(b)sin(ndb) — f(a)sin(na) / f'(z) sin(nz)d
™m
Prvni ¢len v kulatych zavorkach je roven nule, nebot f(a) = f(b) ab — a = 2m. Dostavame
tedy pro kazdé n € N rovnost
I b,
Y .
n — — d = —
a ) f'(x) sin(nz)dx .
kde b/, je pFislusny koeficient Fourierovy fady funkce f’ na (a,b). Analogicky se pro kazdé
n € N dokaze rovnost
1 b , a/
b, = — dr =: =,
— ) f(x) cos(nx)dx "
Nyni pro kazdé x € R an € N mizeme odhadnout n-ty ¢len Fourierovy fady funkce f na
(a, b) nasledovné:

: \a ‘ W ‘ 1 2 4 1 i, A
n bn < n bn - - b 5 |

an cos(r) + by sin(ne)] < lag| +[ba] = 20+ Bol < 2 (P 24 =
kde jsme pouzili nerovnost a8 < (a®+ %) /2, ktera plati pro libovolné o, 3 € R. Z piedpokladu
iii. plyne, ze f* € R*(a,b), a proto je podle Besselovy nerovnosti (Véta 1.66) vyraz napravo
v odhadu vyse n-ty ¢len konvergentni ¢iselné fady. Tvrzeni véty nyni vyplyva z Weierstrassova
kritéria (Véta 1.26). [
Poznamka: Uvédomte si, ze z Véty 1.34 vime, Ze souctova funkce stejnomérné konvergentni
fady spojitych funkei je spojita, a proto je pfedpoklad f(a) = f(b) v Jordanové vété nezbytny
pro stejnomérnou konvergenci Fourierovy rady funkce f na celém R. Na druhou stranu pokud
predpoklad f(a) = f(b) vynechidme, potom plati, ze Fourierova fada f na (a,b) konverguje
lokalné stejnomérné na (a,b) k f, viz napf. [14, Véta 185].

Mnozinu funkci R?(a, b) miizeme vybavit zobrazenim || - ||5 : R?*(a,b) — [0, 00) definova-
nym pro f € R?(a,b) vztahem

b
I£ll2i= ) [ £

Zobrazeni || - || neni norma, nybrz pouze seminormana R*(a, b), tzn., ze spliuje:
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L (Ya € R)(Vf € R*(a,b))([lafll2 = |alllf]l2).

2. (Vf,9 € R*a,0))(IIf + gllz < Ifll2+ llgl2).

av$ak neplati implikace || f||s = 0 = f = Opro f € R?(a, b). Diikaz prvni vlastnosti je zfejmy.
Diukaz trojuhelnikové nerovnosti plyne ze Schwarzovy nerovnosti pro bilinearni formu

(f.9)2 = / f@)g(x)de,  f.g € R*(a,b),

viz Cviceni 1.11.

Véta 1.68 (Parseval): Necht a,b € R,a < ba f € R?(a,b). Potom koeficienty Fourierovy fady
funkce f na (a, b) spliwji Parsevalovu rovnost:

o0

b
(@) = / 13 (2)dz.

n=1

2
%
2

Diikaz. Vétu opét dokazeme pro specialni pfipad b — a = 2x. Dikaz provedeme v nékolika
krocich. V diikazu Véty 1.66 jsme pro kazdé n € N ukazali, Ze

b ag n
If = Fullz = / fA(x)dz — 7 <5° + (i + bi)).
“ k=1

Tudiz Parsevalova rovnost plati, pravé kdyz lim,, . ||f — F,.||2 = 0. Nagim cilem je dokéazat
pravé tuto limitu.

1) Nejprve piedpokladejme, Ze f je riemannovsky integrabilni funkce na [a, b]. Podle defi-
nice Riemannova integralu musi byt f omezena na [a, b], tzn., Ze existuje K > 0 tak, Ze

sup [f(z)] < K.
z€[a,b]
Zvolme ¢ > 0adélenio :a=xy <z <--- <z, = bintervalu [a, b] takové, Ze
2
S — < —,
1(0) —37(0) <
kde s;(0) a S¢(o) jsou dolni a horni integralni souéty f ptirozdéleni o. Definujme po ¢astech li-
nearni funkci g na [a, b], jejiz graf je lomena ¢ara spojujici body (x;, f(x;)) proi € {0,1,...,m},
tzn.
;) — Ti—
o) = flain) + T ICD )
Ty — Tj—1

pro x € [x;_1, ;] ai € m. Potom pro stiedni kvadratickou odchylku f a g dostaneme
b , b 2
[ @) = g do <28 [ 170~ gla)] do < 2K (S5l0) ~ sy()) < G (12
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V prvni nerovnosti jsme odhadli | f(z) — g(z)| < |f(z)| + |9(z)| < K + K = 2K pro kazdé
x € [a,b]. Nerovnost (Vz € [a,b])(|g(x)| < K) plyne z nerovnosti (Vx € [a,b])(|f(x)] < K)
a definice g. Druh4 nerovnost v (12) plati, nebot

(Vi € m)(Va € w1, 21) (|£() = g(a)] < M =)

kde
Mz-(f) = sup f(z) a m) = inf f(z).
TE[Ti_1,T4) r€[Ti—1,24]

Jelikoz nas bude zajimat stfedni kvadraticka odchylka f a F), na (a, b), miZeme bez ujmy na
obecnosti pfedpokladat, ze f(a) = f(b), nebot zménime-li integrovanou funkei v jednom bodé,
nema to vliv na hodnotu Riemannova integralu. Potom také g(a) = ¢(b) a navic je g spojita
na [a,b] a jeji derivace je spojitd po ¢astech na [a, b]. Tedy g spliiuje predpoklady Jordanovy
véty 1.67, a tudiz

o,
FY —=y,

kde F\ oznaluje n-ty Casteény soucet Fourierovy fady funkce g na (a,b). Odtud plyne, ze
existuje ng € N tak, Ze pro vSechna n > ny je

sup |g(z) — F9(z)| < ~—=

z€la,b] 2vb — CL'

Z toho plyne pro kvadratickou odchylku g a F? odhad:

b 62
[ (o) = F0@) e < . (13

Celkem z (12) a (13) a také z poznamky za Vétou 1.66 dostavame odhad
€

2

€
If = Fulla < If = F@ll2 < If = glla+ llg — B2 < gTg=¢
platny pro vSechna n > ny, z ¢ehoz plyne lim,, . ||f — F,||2 = 0.

2) Necht f € R?(a,b). Bez 4jmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze bod b je jediny
kriticky bod f na [a, b], tzn., Ze f je riemannovsky integrabilni na [a, | pro libovolné ¢ € (a,b)
a existuje konec¢na limita

lim / ).

c—b—

Ztohoplyne, Ze i f? je riemannovsky integrabilni na [a, c] pro libovolné ¢ € (a, b) a také existuje
konecna limita

lim /C f*(z)dz,

c—b—

nebot podle predpokladu je f € R?(a,b).
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Zvolme ¢ > (. Potom existuje ¢ € (a, b) tak, ze

b &2
/c fi(z)de < T

Neboli pro pomocnou integrabilni funkeci

mame || f — g||2 < €/2. Nyni podle jiz dokdzaného bodu 1) a poznamky za Vétou 1.66 najdeme
ng € N tak, ze pro kazdé n > n plati

€
2
a tudiz lim,, o, ||f — F,.||2 = 0. O

€
1f = Fullz < IIf = E@l < If = glla + lg = B2 < stg=6

Parsevalova rovnost nam umoznuje najit soucty zajimavych ¢iselnych rad, které bychom
jinak urcovali jen velmi obtizné. Napf. mizeme tak urcit soucet fady prevracenych hodnot
kvadratt prirozenych cisel, coz je uloha znama jako Basilejsky problém, k niz se vaze zajimava
historie.

Priklad 1.69: V Prikladu 1.65 jsme spocitali koeficienty
a,=0 a b,=

Fourierovy fady funkce f(x) = z naintervalu (—, 7). V tomto pfipadé ma Parsevalova rovnost

tvar
oo T

> 4 1 (" 1 2m?
Zbi: —2:—/ fQ(x)d:L’:—/ 22de = 2
— —~n T ) . ) . 3

Odtud najdeme feseni Basilejského problému:

=1 T

_2 — .
—~n 6
Tuto odpovéd nasel L. Euler v roce 1734 a vyfesil tak dlouho otevieny problém z roku 1650!

Priklad 1.70: Spocitejme Fourierovu fadu funkce f(x) = 2 na (—m, 7). Zfejmé
b, = —/ r?sin(nr)dr =0, Vn €N,

nebot integrujeme lichou funkci pres interval symetricky kolem pocatku. Dale pfimym vypo-
¢tem se oveéri, ze

272 1 [7 4(—-1)"
a():% a an:;/ 2% cos(nx)dr = (nz)’ vn € N.
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Odtud podle Véty 1.64 vyplyva rovnost

7_(_ o0
:g Z

Funkce f(r) = z* dokonce vyhovuje piedpokladiim Jordanovy véty 1.67, a proto nalezené

Fourierova fada konverguje stejnomérné na R k periodickému prodlouZeni funkce f(z) = x*

na [—, 7|. Dosadime-li do posledni rovnosti z = 7, najdeme opét soucet fady » - 1/n?
Dale z Parsevalovy rovnosti dostaneme:

TL

cosnz, Vz € [—m 7.

9 nt r
n=1

rlde = =,

ot =16 1 /” 2t
5

—T

z ¢ehoz plyne, Ze
o0

1 rd
2= oy

Jiny zptisob nalezeni tohoto sou¢tu nabizi Cviceni 1.12

V ptfedchozim dvou ptikladech jsme uréili hodnoty ((2) a ((4), kde { je Riemannova zeta

funkce, nebot
o

1
((2k) = ;@ keN.

Ctenéfte by mohlo napadnout, 7e k nalezeni dalsich hodnot ((6),¢(8), ... bychom mohli pouzit
Parsevalovy rovnosti pro koeficienty Fourierovy fady funkci f(z) = 23, f(z) = 2%, ... na
(—m, 7). To je sice pravda, ale postup se rychle komplikuje a tézko bychom timto zpisobem
nasli obecny vzorec pro ((2k), kde k € N.

K odvozeni obecného vzorce pro ((2k), kde k € N, vyjdeme z Fourierovy fady funkce
f(x) = coshax na (—m, ), kde @ € R je parametr. P¥imym vypoc¢tem a z Véty 1.64 dostaneme
rovnost

sinh ar = (=)
cosh ax = — smh (am Z 55 cos(nw),
aT as+n
n=1
ktera plati pro vSechna x € [—m, 7.
Detaily vypoctu jsou pfenechany ¢tenafi jako Cviceni 1.13. Polozime-li x = 7 a piSeme-li z
misto «, dostaneme rovnost

2

mzcothmz =1+ Z (14)

22+n2

Z naseho postupu vyplyva, Ze rovnost plati pro vSechna z € R. Da se ale ukazat, ze plati dokonce
pro vSechna z € C \ iZ. Uvazujme dale pouze z € C, pro ktera je |z| < 1. Potom plati:

7rzcoth7rz-1+2zn21+ ii(_ k+1 <Z_z> _1—1—22 1)L (2%) 22,

n=1 k=1
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Prohozeni poradi fad lze ospravedlnit diky absolutni konvergenci dvojité fady. Rigor6zni argu-
ment uvidime mnohem pozdéji u tzv. Fubiniho véty (viz Véta 5.66) a na tomto misté ho prosté
akceptujme. Nyni staci posledni rovnost srovnat s Taylorovou fadou (8), odkud dostaneme fi-
nalni vzorec:
C(2k) = (—1)F1—22 2" B oy eN (15)
(2k)! ’ '
Poznamka: Rozvoj (14) lze piepsat do tvaru

o0
z
mzcothmz = E i
z+1in

n=—oo

Vyuzijeme-li vztahti sinh(iz) = isin z a cosh(iz) = cos z platnych pro vsechna z € C, dosta-

neme podobny rozvoj

z
Tzcotg e = Z n
z4+n

n=—0oo

pro vechna z € C \ Z. Tyto rozvoje pfedstavuji zobecnéni rozkladu racionalni lomené funkce
na parcialni zlomky. Funkce, které Ize timto zptisobem rozvijet jsou tzv. meromorfni funkce
a jejich rozvoje v ,nekonecné fady parcidlnich zlomka“ se nazyvaji Mittag-Lefflerovy rozvoje.
Vice o téchto rozvojich najde ¢tenar v klasickych uc¢ebnicich komplexni analyzy.

Poznamka: Zadny vzorec podobny (15) pro hodnoty ((2n+1),kde n € N, neni znam. V mate-
matice existuje fada otevienych problémi tykajici se néjakym zptisobem funkce (. Vynechame-
li slavnou Riemannovu hypotézu, je to napt. otizka iracionality ¢isel ((n), n > 2. VSimnéte si, ze
ze vztahu (15) plyne, Ze &islo ((2n) je racionalni nasobek ¢isla 72", Dobie znamy vysledek z te-
orie ¢&isel je, Ze Eislo 7 je tzv. transcendentni iracionalni &islo, z ¢ehoz plyne, Ze 7" je iracionalni
pro libovolné k € N, a tudiz také ¢isla ((2n) jsou iracionalni pro vsechna n € N.

Daleko obtiznéjsi je otazka iracionality ¢isel ((2n + 1). Jen pro zajimavost uvedme dnesni
stav této problematiky. Zatim jedinou konkrétni jednotlivou hodnotou v posloupnosti {(3),
¢(5), ¢(7),..., o niz je znamo, Ze je iracionalni, je ((3). Dokéazal to R. Apéry v roce 1978 a
Cislo ((3) se proto dnes nazyva Apéryho konstanta. Iracionalita zadné dalsi konkrétni jednotlivé
hodnoty ((5), ((7), ... dosud nebyla dokazana. V roce 2000 T. Rivoal dokazal, Ze v posloupnosti
((3),¢(5),¢(7),... je nekone¢né mnoho ¢isel iracionalnich. W. Zudilin dokézal v roce 2001, Ze
z ¢isel ((5), ¢(7), €(9), ¢(11) je alespori jedno iracionalni. Dalsi vysledky a reference lze nalézt
v ¢lancich W. Zudilina.

V zavéru této kapitoly uvedeme jesté nékolik poznamek o jednoznacnosti trigonometric-
kych rozvoja. Bez dikazu zformulujeme klasické véty, které odpovidaji na nasledujici otazky:
Mohou mit dvé rizné konvergentni trigonometrické fady stejnou souctovou funkci? Kdy je
konvergentni trigonometricka fada Fourierovou fadou néjaké funkce?

Dukazy a dalsi vysledky najde zaujaty ¢tenaf v monografii [28]. Pro jednoduchost zformu-
lujeme vSechna tvrzeni pro trigonometrické rady s periodou 27, tedy fady tvaru

EO + ; a, cos(nx) + by, sin(nzx)) . (16)
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Poznamka: 1. Jiz v roce 1870 dokazal G. Cantor, Ze konverguje-li fada (16) bodové na R k nu-
lové funkci, potom jsou vsechny jeji koeficienty a,, a b, nulové. Z toho plyne, ze maji-li dvé
bodové konvergentni trigonometrické fady na R s koeficienty a,, b, a a,, l;n shodné souctové
funkce, potom a,, = a,, pro vSechnan € Nya b, = Z~)n pro vSechnan € N.

2. V roce 1909 ukazal W. H. Young, Ze predpoklad Cantorovy véty lze zeslabit a staci pozadovat
konvergenci fady (16) k nule pouze pro véechnax € (—m, 7)\ F, kde E je libovolna nejvyse spo-
¢etnd podmnozina intervalu (—m, 7). Takovym mnozindm E se v tomto kontextu fikd mnoziny
jednoznacnosti (sets of uniqueness) a byly zevrubné studovany. Vi se napiiklad, Ze mezi nespo-
¢etnymi mnozinami £ (nulové Lebesgueovy miry) nékteré mnozinami jednoznacnosti jsou, ale
nékteré ne. Na druhou stranu zddna mnozina £ pozitivni Lebesgueovy miry neni mnozina jed-
noznacnosti. N. Bary dokazal, Ze sjednoceni spocetné mnoha mnozin jednoznacnosti je opét
mnozina jednoznacnosti. Vice k tomuto tématu najde ¢tenafr v [28].

Posledni poznamky se tykaji dalsich postacujicich podminek, za kterych je konvergentni
trigonometricka rada Fourierovou radou své souctové funkce, tzn., Ze jeji koeficienty a,, a b,
jsou urceny Eulerovymi vzorci se souctovou funkci. V tvodu kapitoly jsme vidéli, ze k tomu
sta¢i stejnomérna konvergence fady (16) na [—, 7], coZ je ale pomérné silny predpoklad a lze
ho zeslabit.

Poznamka: 1. Konverguje-li fada (16) podle sttedu na (—, 7) k souétové funkci f, potom je

Fourierovou fadou f na (—, 7). Toto tvrzeni si mizeme dokazat. Oznaéme [}, n-ty ¢astetny
soucet fady (16). Ze Schwarzovy nerovnosti pro bilinearni formu (-, -) dostaneme odhad

‘ / — f(x)) cos(kz)dz

< |[Fn — fll2 \// cos?(kx)dx < \/_HF — fll2-

Nyni s vyuzitim ptedpokladu || F,, — f||2 — 0 pro n — oo a Lemma 1.56 dostaneme

ap = 1 /7r F,(z) cos(kx)dz == %/W f(zx) cos(kx)dz,

™ —Tr
kde v prvni rovnosti uvazujeme k£ < n. V pripadé koeficientu b, se postupuje analogicky.
2. Vroce 1912 dokazal Ch. J. de la Vallée-Poussin, ze konverguje-li fada (16) bodové na R k souc¢-
tové funkci f, ktera je tzv. lebesgueovsky integrabilni na (—m, 7), coz splituje kazda funkce
z R(—m, ), je (16) Fourierova fada f na (—m, ).
3. Existuji ale konvergentni trigonometrické rady, které nejsou Fourierovymi fadami zadné in-
tegrabilni funkce (ani v obecnéjsim Lebesgueové smyslu). Klasickym piikladem je fada

f:sin(nx)
£~ Inn ’

ktera konverguje pro vsechna x € R podle Dirichletova kritéria. Z Parsevalovy rovnosti lze
snadno vidét, Ze souctova funkce této fady nemiize byt element prostoru R?*(—m, 7). Dlikaz, Ze
nejde ani o lebesgueovsky integrabilni funkeci na (—m, 7), zde neuvedeme.
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1.7 Cviceni

Cviceni 1.1:
Dokazte Bolzanovo—Cauchyho kritérium konvergence pro komplexni (¢iselné) posloup-
nosti {a, }°°;:

{an}72 konverguje < (Ve > 0)(Ing € N)(Ym,n > ng)(Jan — am| < €)

s vyuzitim znamého Bolzanova—Cauchyho kritéria konvergence pro realné posloupnosti.

Cviceni 1.2: Necht {f,}22, je stejnomérné konvergentni posloupnost funkci na mnoziné A.
Dokazte, ze potom také { f,,}°° ; konverguje stejnomérné na libovolné podmnoziné B C A.

Cviceni 1.3: Dokazte 1. a 2. tvrzeni Véty 1.13.
Cviceni 1.4: Dokazte, ze pro kazdé z € C plati

i

e¥ =cosz+1sin z.

Cvi¢eni 1.5: Necht {a,}22, a {b,}52, jsou komplexni posloupnosti. Dokazte, ze, pokud jsou
fady >~ ja,a ) - b, absolutné konvergentni, potom také tzv. soucinova fada ), ¢,, kde

n
Cp = E akbn—ka
k=0

je absolutné konvergentni a plati rovnost
oo o o0
() () -2
n=0 n=0 n=0

Cviceni 1.6: Dokazte, Ze

et =e%e*, Yuw,z € C.
Specialné e=* = 1/e”.
(Hint: Pouzijte Cviceni 1.5.)

Cviéeni 1.7: Dokaite, 7e pro z € C plati: |e*| = eRe=.
(Hint: Pouzijte Cviceni 1.6 a z Eulerova vzorce odvodte, Ze |¢¥| = 1 proy € R.)

Cviceni 1.8: Dokazte identity:

= sin b — sin (xn/2)sin (z(n + 1)/2)
; b = sin (x/2)

= cos ki — sin (zn/2) cos (z(n + 1)/2)
; b = sin (2/2) ’

kde z € R\ 27Z.
(Hint: Miizete vyuzit vztaht: sin(kz) = Im e** a cos(kx) = Re %),
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Cviceni 1.9: Ovéfte nasledujici rovnosti:

" : — (=" 2n+1
z%n_7 Slnx:;%@n——kl)!x , COST =

[—1,1], jelia>0,
)x", Vee < (=1,1], jeli —1<a<0,
(—1,1), jelia<—1;

—1
' ", Vr eR;

)

n=0

= (1)
In(l+z) = Z Tx”, Vo e (—1,1];

n=1

o S (_1>n 2n+1 . _ - (_1)n _1/2 2n+1
arctgxg)mx , arcsmx%zn_i_l n z , Vre[-1,1].
Cviceni 1.10: Dokazte Lemma 1.56.

(Hint: Vyuzijte identit: 2sin asin f = — cos(a + ) + cos(a — ), 2sin accos f = sin(a + 3) +
sin(a—/),2cos acos 8 = cos(a+f)+cos(a—73),2sin® @ = 1—cos 2 a2 cos? a = 1+cos 2a).

Cviéeni 1.11: Dokaite, Ze zobrazeni definované pro funkce z R?(a, b) vztahy

(f.9)2 = / f@g@)dr a |fllz = T 1)

splfiuje Schwarzovu nerovnost |(f, ¢)2| < || fll2]|gl|2 a trojuhelnikovou nerovnost || f + g|l2 <
[ f1l2 + llgll2-

(Hint: Aplikujte obvykly postup pro dikaz Schwarzovy a trojuhelnikové nerovnosti pro ska-
larni souc¢in a indukovanou normu znamy z linearni algebry a uvédomte si, Ze platnost implikace
| fll2 =0 = f = 0 neni pro dukaz tfeba.)

Cviceni 1.12: Najdéte Fourierovu fadu funkce f(x) = |z| na (—m, ) a s pomoci Parsevalovy

rovnosti urcete soucet fad
o (o) 1

1
;(271—1)4 : ;ﬁ’

Cviceni 1.13: Ovérte nasledujici Fourierovy rozvoje:

. h o0
e = w — sinh(am z; 05(2 e (acos(nx) —nsin(nx)), =z € (—m,m),
sinh(ar) = 2« = (=)
hiaz) = SHRAT) | 2@ h _
cosh(ax) e sin (aﬂ);a2+n cos(nx), x € [—m, 7],

9 o0 —1)n+1
sinh(ax) = - sinh(am) Z (ozz)Tnzn
n=1

sin(nz), x € (—m, ),

kde a € R je parametr.
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Tati, existuje Biih? Jesté ne.



2 Topologické a metrické prostory

2.1 Uvod

Jako motivaci pro nasledujici definice uvazujme jednoduchy piiklad mnoziny realnych cisel R.
Na R zavadime absolutni hodnotu |z| ¢isla 2 € R obvyklym zpisobem. Absolutni hodnotu ||
muzeme chapat jako velikost prvku z € R. Absolutni hodnota je také zobrazeni |-| : R — [0, 00)
s vlastnostmi:

1. (Vo € R)(Va € R)(|azx| = |af|z]),

2. (Va,y € R)(|lz +y| < 2| + |y]),

3. Vz eR)(|Jz]| =0 & x=0),

které je jednoduché ovérit. Axiomatizaci vlastnosti 1.-3. dostaneme znamou definici normy jako
abstrakci velikosti prvku linearniho prostoru.

Definice 2.1 (Norma): Bud V' linearni prostor nad R (resp. C). Zobrazeni || - || : V' — [0, 00)
s vlastnostmi:

1. (Vx € V)(Va € R(resp. C))(||az|| = |al||z|]),

2. (Vo,y € V)(llz +yll < [lefl + [ly

), (tzv. trojithelnikova nerovnost)
3. VxeV)(|z|]| =0 & ==0),

nazyvame normana V a uspotfadanou dvojici (V|| ||) normovany prostor.

Poznamka: 1. Prostor V' z definice normy musi byt linearni, protoZe musi byt jasné, co je
soucet © + y a soucin ax pro elementy x,y € V a ¢islo a. To uz nebude tieba pro obecnéjsi
prostory metrické a topologické.

2. Zobrazeni || - || : V' — [0, 0o) splitujici 1. a 2. se nazyva seminormana V.

Priklad 2.2: Priklady normovanych prostori:

1. Na V = R" (resp. C") definujeme tzv. p-normu

n 1/p
(Z Ixilp> ,  prop € [1,00),
]| =

i=1

max |, pro p = oo,
1EN

kde = € V. Normy ||z||1, [|z||2 a ||z||~ se nékdy nazyvaji po fadé souctova, euklidovska a
maximova.
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2. Podobné lze zavést na prostoru spojitych funkci C'([a, b]) na intervalu [a, b] p-normy

([vera) " perelLoo)

sup |f ()], pro p = oo,
z€[a,b]

£l =

kde f € C(a,b)).

Ukazat, ze normy || - ||, pro p € (1, 00) spliuji trojihelnikovou nerovnost, neni trivialni
a my si ji dokaZzeme azZ mnohem pozdéji v obecnéjsi podobé, viz Véta 5.84 a také Cviceni 2.2
a 2.3. Ve specidlnim pfipadé p = 2 lze vyuzit toho, Ze || - || je indukovana euklidovskym ska-
larnim souéinem, tzn. ||z||; = \/(x,x) a pouzit k dikazu trojuhelnikové nerovnosti znimou
Schwarzovu nerovnost (Cviceni 2.2).

V dukazu implikace || f]|[, = 0 = f = 0 je podstatny pfedpoklad spojitosti funkce f.
Vsimnéte si, ze pokud bychom prostor C([a, b]) nahradili (vétsim) prostorem Riemannovsky
integrabilnich funkci na [a, b], implikace uz by neplatila a || - ||, by byla pouze semi-norma.

Vratme se k prikladu realnych ¢isel. Vzdalenost mezi dvéma realnymi ¢isly x a y je rovna
p(x,y) = |r — y|. Vzdalenost dvou elementd z R miZeme tedy chapat jako zobrazeni p :
R x R — [0, 00), které ma navic tyto vlastnosti:

L (Vz,y € R)(p(z,y) = p(y, ),
2. (Vz,y,2 € R)(p(x, 2) < p(z,y) + p(y, 2)),
3. (Vo,y € R)(p(z,y) =0 & z=1y).

Abstrahujeme-li od R k libovolné neprazdné mnoziné X, pak axiomatizaci vlastnosti 1.-3.
dostaneme definici metriky jako abstrakci vzdalenosti dvou elementt z X.

Definice 2.3 (Metrika): Bud X # () mnoZina. Zobrazeni p : X x X — [0, 00) spliiujici
1. (Vo,y € X)(p(z,y) = p(y,x)), (tzv. symetrie)
2. (Vz,y,z € X)(p(z,2) < plz,y) + ply, 2)), (tzv. trojithelnikova nerovnost)
3. (Va,y € X)(p(z,y) =0 & z=y),

nazyvame metrika na X a usporadanou dvojici (X, p) metricky prostor.

Je-li X specialné linearni prostor vybaveny normou || - ||, potom je zobrazeni

p(x,y) = ||z =y

metrikou na X (ovérte). O takové metrice fikame, Ze je indukovana normou. Ptiklad 2.2 nam
proto ihned dava nasledujici priklady metrik.
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Priklad 2.4: Pro z,y € R" (resp. C") je

n 1/p
(Z |=/L‘z - yz|p> ) prop € [17 OO),
=1

max |z; — yil, pro p = o0,
1EN

pp(T,y) =

metrika (indukovana normou || - ||,) na R” (resp. C"). Podobné pro f, g € C([a, b]) je

(f.9) </b’f(x)_g(x)‘pdx)l/p’ pro p € [1, 00),
pp(f.g) == e

Sl[lp]’f(x) — g()], pro p = oo,
z€la,b

je metrika na C'([a, b]).
Existuji ovsem metriky, které nejsou indukovany zZadnou normou.

Piiklad 2.5 (Diskrétni metrika): Nalib. X # () 1ze vzdy zavést tzv. diskrétni metrika:

]-7 je_h T 7é Y,
0, je-lix =y.

pa(e,y) = {

Je-li X linearni prostor s alespoi dvéma riznymi prvky, tj. |X| > 2, neni p; indukovana
zadnou normou na X . Predpokladejme, Ze naopak existuje norma || - | na X takova, ze

pa(r,y) = |z =y
pro vSechna x,y € X. Z vlastnosti normy by potom metrika p; musela spliiovat
palor, ay) = |lax — ayl| = |afl|z — yl| = |alpa(z, )

pro kazdé a € R (resp. C) a z,y € X.Pokud je x # y, dostaneme z definice py, Ze |a| = 1 pro
vsechna a € R (resp. C), coz je spor.

Mizeme-li méfit vzdalenosti mezi prvky mnoziny, mizeme mérit také vzdalenost mnozin
a mluvit o omezenych mnozinach.

Definice 2.6: Bud (X, p) metricky prostora () # A, B C X. Cislo
d(A,B) :=inf{p(z,y) |z € A,y € B}
nazyvame vzdalenosti mnozZin A a B. Dale ¢islo
diam A := sup{p(z,y) | z,y € A}

nazyvame priimér mnoziny A. Pro prazdnou mnozinu klademe diam ) := 0. Rekneme, ze A je
omezena, pravé kdyz diam A < oo.
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Poznamka: 1. Je-li | X| > 2, zobrazeni d neni metrika na potenéni mnoziné 2%, at uz dodefi-
nujeme d(A, B) jakkoliv pro A = () nebo B = (), nebot z d(A, B) = 0 neplyne A = B.
2. Pokud A C B, potom diam A < diam B.

Abychom se postupné dostali k obecnému topologickému prostoru, potfebuje si ujasnit po-
jem oteviena mnozina v metrickém prostoru. K tomu si nejprve zavedeme pojem koule v met-
rickém prostoru.

Definice 2.7: Bud (X, p) metricky prostor, z € X ar > 0. Mnozinu

By(r) :=={y € X | p(x,y) <r}

nazveme (otevienou) kouli se sttedem v = a polomérem r nebo stru¢néji r-kouli se sttedem v z.

Poznamka: Mnozina B,(r) se také nékdy nazyva r-okolim bodu x.

Piiklad 2.8: Uvazujme X = R? s metrikou indukovanou p-normou ||.
1-koule se stfedem v 0 je mnozina

»» kde p > 1. Potom

Bo(1) ={z e R?* | |z||, < 1} = {z € R? | |21 |" + |m|? < 1}.

Tvar mnozin By(1) pro nékolik hodnot p je na Obrazku 4.

Jzflr <1 [#][32 < 1 ] < 1
T2 T2 i)
T Ty T
x5 <1 zlls < 1 2|00 < 1
Z2 T2 T
4a1 T T1

Obrézek 4: Piiklady 1-kouli se stiedem v 0 v (R?, || - ||,,) pro nékolik hodnot p.
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Definice 2.9: Bud (X, p) metricky prostor. Rekneme, 7e mnozina A C X je oteviend, pokud
(Vz € A)(Ir > 0)(B,(r) C A).

Tzn., ze s kazdym bodem x € A lezi v A také néjaka koule se stfedem v . Mnozinu B C X
nazveme uzavrenou, pravé kdyz X \ B je oteviena.

Piiklad 2.10: Uvazujme X = R? s metrikou indukovanou p-normou || - ||, pro néjaké 1 <
p < oo. Mnozina A = (0,1) x (0,1) (otevieny &tverec) je oteviena v (R?, || - ||,). MnoZzina
B =[0,1] x [0, 1] (uzavteny &tverec) je uzaviena v (R?, || - ||,). Mnozina C' = [0, 1) x [0, 1) neni
ani oteviena, ani uzaviena v (R? || - ||,,).

Véta 2.11: Necht (X, p) je metricky prostor, z € X ar > 0. Potom B,(r) je oteviena.

Diikaz. Budy € B,(r) libovolné ale fixni. Ukazeme, ze 3r' > 0tak, ze B, (') C B,(r).Polozme
r':=r—d>0,kded:= p(x,y) <r. Jeliz e B,(r'), plyne z trojihelnikové nerovnosti

p(z,2) < p(z,y) +ply,z) <d+7r' =r.
Tzn, 7e z € B,(r). -

Nasledujici vlastnosti se ukazi jako klicové pro axiomatickou definici oteviené mnoziny
v obecnych prostorech bez metriky.

Véta 2.12: V metrickém prostoru (X, p) plati:

1. ) a X jsou oteviené.
2. Je-llineNaA,,... A, C X oteviené, pak A; N---N A, je oteviend mnoZina.
3. Je-li I # () indexova mnozina lib. mohutnosti a { A, }ae; C X oteviené, potom Uyer A,

je oteviena.

Diikaz. Tvrzeni 1. je trivialni.

2. Predpokladejme, ze A;,..., A, C X jsou oteviené. Necht z € A; N ---N A,. Potom
x € A; pro kazdé i € n. Z otevienosti mnozin A; plyne, ze Ir; > 0 tak, ze B,(r;) C A;.
Polozime-li r := min;ec; 7; > 0 je

(Vi € n)(B,(r) C A;),

neboli
B,(r) C A N---NA,.

Z toho plyne, ze A; N --- N A, je oteviena.
3. Pfedpokladejme, ze { A, }oer C X jsou oteviené. Necht x € U, A,. Potom oy € T tak,
ze x € A,,. Protoze je A,, oteviena, existuje r > 0 tak, Ze

B,(r) C A, C | A

ael

Tedy U,er A, je oteviena. O
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Vidime, ze mame-li metriku na X, mame také systém otevienych podmnozin X, pro ktery
plati tvrzeni 1.-3. z Véty 2.12. Axiomatizaci vlastnosti 1.-3. dostaneme abstraktni definici sys-
tému otevienych mnozin a dostaneme tak nejobecnéjsi strukturu, kterou se budeme zabyvat -
topologicky prostor.

2.2 Topologie
Definice 2.13 (Topologie): Necht X = (). Systém mnozin 7 C 2% spltiujici
1. 0,Xer,
2. (VneN),Vien A, et = N A €7),
3. VI#D(Vael, Ay €T = UgerAa € 7),
nazyvame topologie na X a uspoiadanou dvojici (X, 7) topologicky prostor. Prvky A € T se
nazyvaji otevrené mnoziny.

Poznamka: 1. Pojem otevienda mnoZina z Definice 2.13 je vzdy svazan s konkrétni topologii
a zobecriuje pojem oteviena mnozina v metrickém prostoru z Definice 2.9.
2. Skute¢né je-li (X, p) metricky prostor a

7, :== {A C X | A oteviena podle Definice 2.9},

plyne z Véty 2.12, Ze 7, je topologie na X. Topologie 7, se nazyva topologie indukovana metri-
kou p. Na druhou stranu ne kazda topologie je indukovana néjakou metrikou, viz Priklad 2.14.
3. Dostavame tedy hierarchii striktnich vlozeni

(X (11D < (X, p) < (X, 7).

Navic vime z linearni algebry, ze skalarni sou¢in indukuje normu na linearnim prostoru, mu-
zeme si proto hierarchii jesté rozsifit o pre-Hilbertiv prostor

<X> (" )) = (Xv || ’ H) = (X,p) = (X>T)'

Nasledujici dva priklady ukazuji dva extrémy, kdy jsou oteviené pouze mnoziny () a X, nebo
vSechny podmnoziny X.
Priklad 2.14 (Trivialni topologie): Na lib. X # () Ize zavést trivialni topologii 1o := {0, X }.
Pokud je | X| > 2, neni 7y indukovana Zadnou metrikou. Pro spor pfedpokladejme naopak,
ze existuje metrika p na X indukujici 79. Zvolme x,y € X, x # y a oznaéme r := p(x,y) > 0.
Potom = € B,(r/2),ale y ¢ B.(r/2). Tzn., ze ) # B,(r/2) # X, a tedy B,(r/2) neni
v topologii 7p. Na druhou stranu podle Véty 2.11 je B,(r/2) otevien4, coz je spor.
Piiklad 2.15 (Diskrétni topologie): Na lib. X # () Ize zavést diskrétni topologii 74 = 2.
Topologie 7, je indukovana diskrétni metrikou na p; na X (Cviceni 2.7).
Piiklad 2.16 (Obvykla topologie na R"): Topologii na R", n € N, indukovanou euklidovskou
metrikou po(z,y) = || —y||2 pro z, y € R", budeme stru¢né nazyvat obvyklou topologii na R™.
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Definice 2.17: Bud (X, 7) topologicky prostor a € X. Libovolnou mnozinu A € 7, ktera
obsahuje x, nazveme (otevienym) okolim x a budeme ji znacit H,.

Véta 2.18: Bud (X, 7) topologicky prostor a A C X.Potom A € 7, pravé tehdy kdy?z
(Ve € A)(3H,)(H, C A).

Diikaz. Implikace (=) je trividlni, nebot za H, lze vzit samotnou mnozinu A.
Dokazeme implikaci (<=). Z ptedpokladu (Vx € A)(3H,)(H, C A) plyne

A= H.
TEA

Inkluze A C UgyecaH, je zfejmé pravdiva. Naopak, je-li y € U,ecaH,, existuje © € A tak, Ze
y € H, C A. Plati tedy i opacna inkluze A D U,caH,. K dokonceni dikazu sta¢i uvazit,
ze podle definice okoli je [, € 7 pro kazdé x € X. Vlastnost 3. z definice topologie potom
implikuje

A= U H,er.

z€EA

Uzavienou mnozinu definujeme jako doplnék do oteviené mnoziny.

Definice 2.19 (Uzavienid mnozina, kotopologie): Bud (X, 7) topologicky prostor. Mnozinu
A C X nazveme uzavfenou, pravé kdyz X \ A € 7. Systém vsech uzavienych mnozin na-
zyvame kotopologie a znac¢ime c7.

Priklad 2.20: Uvazujme X = R s obvyklou topologii. Potom, je-li a < b, je uzavieny interval
[Cl, b] = R\ ((_007 CL) U (b> OO))

uzavienou mnozinou.

Véta 2.21: Bud (X, 7) topologicky prostor. Potom plati:
1. 0, X €ecr,
2. (VneN),(Vien, A €ct = UL A €cr),
3. (VI #0)(Va eI, Ay € cT = NuerAa € cT),

Diikaz. Pfipomenme de Morganovy zakony, které davaji do souvislosti prunik, sjednoceni a do-
plnék mnozin A, B C X:

(X\NA)U(X\B)=X\(ANB),
(X\A)N(X\B)=X\ (AU B).

Diukaz tvrzeni potom pfimo plyne z vlastnosti topologie a vztah:
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X=X\0 a 0=X\X,
UAFX\ (ﬂ(X\A»),

[ Aa =X\ (U(X\Aa))

acl ael
O]

Poznamka: 1. Misto z mnozin otevienych bychom mohli vyjit z mnozin uzavfenych, axioma-
tizovat vlastnosti 1.-3. z Véty 2.21 a definovat kotopologii misto topologie. Budovali bychom
tim ale v podstaté tutéz teorii.

2. Nekonecny prinik otevienych mnozin obecné neni oteviena mnozina. Podobné nekonec¢né
sjednoceni mnozin uzavienych nemusi byt uzaviena mnozina (najdéte priklady). V topologii
se mnoziny, které jsou spocetnym prunikem otevienych, resp. spocetnym sjednocenim uzavre-
nych mnozin nazyvaji G, resp. F, mnoziny. Toto zvlastni znaceni odkazuje na francouzské
a némecké vyrazy:

F.: F = ,Fermé® = uzavteny, o = ,somme"“ = suma/sjednoceni,
Gs : G = ,Gebiet” =~ okoli (otev.), 0 = ,durchschnitt® = pranik.

Jednou z obvyklych a uzite¢nych metod, jak zadat topologii na mnoziné, je pomoci baze.
Definice 2.22 (Baze): Systém mnozin § C 7 nazyvame bazi topologického prostoru (X, 7)
(téz bazi topologie ), pravé kdyz kazda mnozina A € 7 je sjednocenim néjakych mnozin z f3.
Poznamka: Ptijimame konvenci, Ze prazdné sjednoceni mnozin je (). Proto i {) je sjednocenim
(nula) mnozin z 3 a to i v piipadé, ze () ¢ £.

Samoziejmé kazdy topologicky prostor ma bazi, nebot lze trivialné polozit 5 := 7. Protoze
T = {Uy | v C B}, je topologie ur¢ena svoji bazi jednozna¢né. Naopak jeden topologicky
prostor muze mit vice bazi.

Piiklad 2.23: Uvazujme X = R s obvyklou topologii 7. MnoZina otevienych intervala {(a, b) |
a < b} je bazi 7. Jiny piiklad (spocetné) baze T je mnozina otevienych intervala s racionalnimi
krajnimi body {(a,b) | a,b € Q,a < b}.

Piiklad 2.24: V topologii metrického prostoru (X, p) je systém otevienych kouli { B,(7) | = €
X,r > 0} bazi.

Véta 2.25: Necht (X, 7) je topologicky prostor. Systém mnozin 3 C 2% je baze (X, 7), pravé
kdyz g C 7a (Ve € X)(VH,)(3B € B)(x € B C H,).
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Diikaz. Necht [ je baze 7, x € X a H, okoli x. Protoze H, € 7, musi byt H, sjednocenim
mnozin z [3, tedy
H, = U Baa

ael

kde B, € 8 pro vSechna « € I a I # () je indexovad mnoZzina. Protoze

v € H, = B.,

ael

existuje o € I tak, ze x € B,,,. Polozime-li B := B,,, mame B € Jax € B C H,.
Naopak predpokladejme, Ze je dan systém 3 C 7 spliujici (Vo € X)(VH,)(3IB € 5)(z €
B C H,).Ukazeme, ze [3 je baze 7. Necht A € 7. Potom k lib. x € A existuje H, C A. Odtud

plyne
A= H.
€A
Z ptedpokladu dale vime, Ze ke kazdému H, existuje B = B, € [ tak, ze x € B, C H,. Potom

plati
A=JB.,

T€EA

neboli A je sjednocenim mnozin z f3. [

Nasledujici véta zcela odpovida na otazku, jaké systémy podmnozin X mohou byt bazi to-
pologie.

Véta 2.26: Je-li 5 bazi topologického prostoru (X, 7), potom plati:
1. Ug =X,
2. VA, BepB)(Vre AnNB)(3C € B)(x € C C AN B).

Naopak, je-li 3 C 2% s vlastnostmi 1. a 2., potom je 75 = {U7 | v C 3} topologie na X a f3 jeji
baze.

Diikaz. Necht [3 je baze topologie 7. Potom 1. plati, nebot X € 7. K ovéfeni 2. méjme A, B € 3
axr € ANB.Protoze f C 7,je mnozina ANDB € 7, atedy okolim x. Potom z Véty 2.25 vyplyva,
ze existuje C' € f takova,zex € C' C AN B.

Piedpokladejme naopak, Ze systém 3 C 2% ma vlastnosti 1. a 2. UkaZeme, 7e 75 = {U7 |
v C 3} je topologie na X. Trividlné mame () € 75 a podle vlastnosti 1. také X € 75.

Ukazeme, Ze 75 je uzavieny na lib. sjednoceni. Dale budou fecka pismena «, o', it oznacovat
indexy z néjakych neprazdnych indexovych mnozin, které pro stru¢nost nebudeme explicitné

vyznacovat. Mé&jme tedy { A, }, C 75. Podle definice 75 existuji ke kazdému o mnoziny Bfta) €

[ tak, ze
Ao =|JB.
W
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Potom
U -UUs
o o

neboli mnozina U, A, je sjednocenim mnozin z 3, a proto U, A, € 75.
Nakonec ovérime, Ze 73 je uzavieny na konecné primiky. Staci ukézat implikaci

A,BGTﬁ = AmBeTﬁ.

Nejprve si viimnéme, ze pokud By, By € 3, potom BN By € 75. Budto totiz BiN By = () € 75,
nebo By N By # (), a potom podle tvrzeni 2. (Vz € By N B)(3C, € B)(x € C, C By N By),
z ¢ehoz plyne

BinB,= [J C..

r€B1NB2

Tedy By N By € 75.
Jsou-li A, B € 73, potom

A:UBa a B:UBa/

pro néjaké { B, }a, { Ba' }or C (. Proto lze prunik A N B vyjadrit jako
AnB=|JB.n|JBw = Ban Ba.

Podle pozorovani vyse je B, N B, € 73 pro kazdé o a o/. ProtoZe uz vime, Ze systém 73 je
uzavieny na lib. sjednoceni, dostavame konecné A N B € 7. []

Jesté jeden zpusob, jak na mnoziné zavést topologii, je velice obvykly. Staci predepsat do-
statecné bohaty systém okoli kazdého bodu.

Definice 2.27 (Lokalni baze): Bud (X, 7) topologicky prostor az € X. Systém okoli 3, bodu x
nazveme lokalni bazi v x prostoru (X, 7), pokud plati (VH,)(3IB € 3,)(B C H,).

Priklad 2.28: Uvazujme R s obvyklou topologii. Potom systém
B ={(x—€,x+€)|e>0}
je priklad lokalni baze v € R. Jina lokalni baze v z je napf.
Be = {(x — 2¢, 2+ 3¢) | € > 0}.

Mezi pojmy baze a lokalni baze je uzka souvislost.

Véta 2.29: Necht je pro kazdy bod z topologického prostoru (X, 7) dana lokalni baze /3. Potom
jejich sjednoceni U, ¢ x 3, je bazi (X, 7). Naopak, je-li 5 baze (X, 7)az € X, potom 3, := {B €
f | « € B} je lokalni bazi v x.

Diikaz. Vyplyva okamzité z prislusnych definic a je pfenechan ¢tenafi jako Cviceni 2.8. [
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Je-li X # () dana mnozina, lze na X zavést topologii tak, ze ke kazdému bodu x € X definu-
jeme neprazdny systém mnozin 3, C 2%, kde kazda mnoZina z (3, obsahuje x a je ,dostate¢né
bohata“ v nasledujicim smyslu:

(Vz,y € X)(VA € 8,)(VB € 8,)(Vz € AN B)(3C € 4.)(C c ANB).

Potom je totiz zarucena vlastnost 2. z Véty 2.26 pro systém 3 := U,c x 3, (vlastnost 1. plati také),
a proto je [ bazi topologie 75 = {Uy | v C B} a 3, lokalni bazi v = topologického prostoru
(X 7B )

Tento zpusob zavedeni topologie na X pfedepsanim ,dostate¢né bohatych okoli“ vSech
bodt je velmi Casty. Napf. systém intervala (3, z Ptikladu 2.28 definuje obvyklou topologii na R.
Dalsi priklady zavedeni topologie pomoci lokalnich bazi najde ¢tenaf ve Cvicenich 2.17 a 2.23.

Definice 2.30 (Vnittek): Bud (X, 7) topologicky prostor a A C X. Nejvétsi oteviena podmno-
zina A (ve smyslu inkluze) se nazyva vnitrek A a zna¢i A°, tzn.

A° = U B.
BCA,Ber

Bod x € A° se nazyva vnitrni bod A.
Vlastnosti vnittku mnoziny shrneme v nasledujicim tvrzeni.

Véta 2.31: Necht (X, 7) je topologicky prostor a A, B C X. Potom plati:
1. A°Cc AaA° ¢,
2. x € A° & (dH,)(H, C A),
3. Aem & A=A°
4. (A°)° = A°,
5. (AN B)° = A°N B°,
6. (AUDB)° D A°U B°,
7. ACB= A° C B°.
Poznamka: Rovnost v tvrzeni 6. neplati, viz Cviceni 2.10.

Diikaz Véty 2.31. Ovérit vlastnosti 1.-7. je jednoduché cviceni. Ovéfime jen tvrzeni 2.-5., zbytek
je obsahem Cviceni 2.9.

2. Je-li x € A°, potom miZeme polozit H, := A° a tvrzeni plati podle 1. Naopak pred-
pokladejme, Ze existuje H, C A. Protoze H, € 7, je okoli H, jednou z mnozin B z definice
vnitrku:

reH,c |J B=4A.

BCA,BeT
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3.Je-li A € 7,je Ajednou zmnozin B z definice A°, aproto A C A°. A protoze také A° C A,
mame A° = A. Naopak, pokud
A=A= |]J B,
BCA,Ber

je A € 7 podle 3. axiomu z definice topologie.

4. Vyuzijeme-li jiz dokazané tvrzeni 3., plati (A°)° = A°, pravé kdyz A° € 7, coz plati
podle 1.

5. Podle 2. je x € (AN B)°, pravé kdyz existuje H, tak, ze H, C AN B.Neboli H, C Aa
soucasné H, C B. To je opét podle 2. ekvivalentni tvrzeni x € A° a soucasné = € B°, neboli
x e A°N B°. O

Definice 2.32 (Uzavér): Bud (X, 1) topologicky prostor a A C X. Nejmensi uzaviena nad-
mnozina A (ve smyslu inkluze) se nazyva uzavér A a znaci A, tzn.

A= ﬂ C.

AcCC,Céecr

Priklad 2.33: V prostoru X = R? s obvyklou topologii uvazujme mnozinu A = [0, 1) x [0, 1).
Potom A° = (0,1) x (0,1)a A =[0,1] x [0, 1].

Véta 2.34: Necht (X, 7) je topologicky prostor a A, B C X. Potom plati:
1. ACAaAE€cr,
2. A= X\ (X\ A,
3. 1€ A & (VH,)(H,NA#WD),

7. ANBC AN B,
8. Ac B=ACB.
Poznamka: Rovnost v tvrzeni 7. neplati, viz Cviceni 2.12.

Diikaz Veéty 2.34. Ovéfime jen tvrzeni 2.,3. a 6., zbytek si ¢tenaf dokaze sam jako Cviceni 2.11.
2. Aplikaci de Morganovych zakont dostaneme

X\A=x\ [ ¢= |J x\c

ACCéecr ACCéecr
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Prejdeme-li k doplinktim, miizeme psat

X\A= |J B=x\4y

X\ADB,Ber

z &ehoz dostavame rovnost A = X \ (X \ A)°.
3. S vyuzitim jiz dokazaného tvrzeni 2. a také negaci tvrzeni 2. z Véty 2.31 dostavame fetézec
ekvivalenci:

r€A e vd (X\A)° & (VH)(H,NA#D).

6. Mizeme pouzit jiz dokazanou identitu z bodu 2., de Morganovy zakony a tvrzeni 5.
z Véty 2.31. Tak dostaneme

AUB=X\(X\(AUB))" =X\ ((X\A)N(X\B)" =X\ ((X\A)'N(X\B))
= (XN (X\VA))U(X\(X\B)?) =AUB.
O]
Definice 2.35 (Hranice): Necht (X, 7) je topologicky prostora A C X. Mnozinu 9A := A\ A°
nazyvame hranici mnoziny A.

Piiklad 2.36: Uvazujme X = R? s obvyklou topologii a A = [0,1) x (0,1]. Potom A =
[0,1] x {0,1} U {0,1} x [0, 1] (hranice ¢tverce).

Dalsi priklad ukazuje, ze hranice A nemusi byt zcela intuitivni (ostatné jako i jiné pojmy z
topologie) a mize byt dokonce nadmnozinou A.

Priklad 2.37: Uvazujme X = R s obvyklou topologii a mnozinu racionalnich ¢isel Q C R.
Budeme pottebovat jednu vlastnost Q, totiz Ze pro lib. a < b obsahuje interval (a, b) néjaké
racionalni i iracionalni ¢islo, kterou na tomto misté pfijmeme jako znamy fakt.

Nejprve si uvédomme, ze Q° = (). Kdyby totiz existoval prvek x € Q°, potom by muselo
existovat € > 0, takové, ze B, (€) = (v —¢€,x+€) C Q, coz uvedené tvrzeni vylucuje. Z uvedené
vlastnosti Q také plyne, Ze v libovolném okoli jakéhokoliv realného ¢isla, lezi néjaké racionalni
éislo, tj. (Vo € R)(Ve > 0)(Iq € Q)(q € B,(¢)). Proto je Q = R. Tudiz 0Q = R\ § = R,

neboli hranici racionalnich ¢isel jsou ¢isla realna.

Véta 2.38: Necht (X, 7) je topologicky prostor a A, B C X. Potom plati:
1. A= A°U0A = AUDA,
2. 0A =X\ (A°U (X \ 4)°) = AN X \ Aa odtud specialné plyne, ze JA € cr,
3. 0(AUB) C 0AU OB,
4. 0(ANB) C0AUOIB.

Poznamka: V tvrzenich 3. a 4. neplati rovnost, viz Cviceni 2.14.
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Diikaz Véty 2.38. Tvrzeni 1. je trivialni. Tvrzeni 3. a 4. si dokaze ctenaf jako Cviceni 2.14.
Tvrzeni 2. plyne z definice hranice, tvrzeni 2. Véty 2.34 a de Morganovych zakoni, nebot
mame

0A =T\ A= (X \ (X \A4))\ A = X\ (4°U(X\ 4))
= (X\A)N(X\(X\4)) =XV AnA

[]

Definice 2.39 (Hromadny bod, derivace, perfektni mnozina): Necht (X, 7) je topologicky pro-
stora A C X.Bod z € X nazveme hromadnym bodem mnoziny A, pravé kdyz (VH,)(A N
(H, \ {z}) # (). Mnozinu hromadnych bod A nazyvame derivace A a zna¢ime A’. Mnozinu
A nazyvame perfektni, pokud A = A'.

Definice 2.40 (Izolovany bod, izolator, diskrétni mnozina): Necht (X, 7) je topologicky pro-
stora A C X.Bod x € Anazveme izolovanym bodem mnoziny A, pravé kdyZ x neni hromadny
bod A, tzn. (3H,)(H, N A = {z}). Mnozinu izolovanych boda A nazyvame izolator A a zna-
¢ime A'. Mnozinu A nazyvame diskrétni, pokud A = Al

Poznamka: Vsimnéte si, Ze hromadny bod A nemusi v mnoziné A leZet, ale izolovany bod A
je vzdy prvek A.

Piiklad 2.41: Uvazujme X = R s obvyklou topologii, A = (0,1) U {2}, B = {1/n | n € N},
aC =N.Potom A’ =[0,1], A'= {2}, B ={0}, B =B,C'"=0aC'=N.

Véta 2.42: Necht (X, 7) je topologicky prostor a A C X. Potom plati:

LzeA & e A\{z},
2. A=A UA,
3. ACA e A=A

Diikaz Veéty 2.42. 1. Z definice hromadného bodu a tvrzeni 3. Véty 2.34 plyne
re A & (VH:)(H:\{z})NA#0) & (VH.)(H: N (A\{z}) #0) & v e A\{z}.

2. Z piislugnych definic pfimo plyne, ze A' € A C A a podle z jiz dokazaného tvrzeni 1.
mame také A’ C A. Odtud A’ U A' C A.

Dokazeme opaénou inkluzi A C A’ U Al Necht 2 € A, potom mame (VH,)(H, N A # ().
Pokud je © ¢ A, potom pro lib. H, je (H, \ {z}) N A = H, N A # (), z ¢ehoz plyne x € A'.
Je-li naopak = € A, potom musi byt pravdivy jeden z vyrokt (VH,)((H, \ {z})N A # 0), nebo
(3H,)((H; \ {z}) N A = (), nebot jsou komplementéarni. Prvni oviem znamena, ze © € A'.
Kdezto druhy spolu s predpokladem = € A implikuje z € A'.

3.Je-li A’ C A, plyne z jiz dokédzaného A = A’'UA'ainkluze A' C A,7e A C A, coz dokazuje
implikaci A’ C A = A = A. Naopak, plati-li A = A, je opa¢na implikace diisledkem inkluze
A C A O
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V nasledujici definici si zavedeme terminologii, ktera zde pro nas sice nebude mit zasadni
vyznam, ale Casto se s ni v matematice setkate, a proto je dobré pojmim rozumét.

Definice 2.43 (Hustad mnoZina, separabilita): Bud (X, 7) topologicky prostor a A, B C X.
Mnozinu A C B nazveme hustou v mnoziné B, pokud A D B. Mnozina A se nazyva husta,
je-lihusta v X, tzn. A = X. Prostor (X, 7) se nazyvé separabilni, existuje-li v X husta nejvyse
spocetnd mnoZina.

Priklad 2.44: Mnozina racionalnich cisel Q je husta v topologickém prostoru R s obvyklou
topologii 7, nebot plati Q = RR. ProtoZe je Q navic spocetna, je (R, 7) separabilni.

Neékteré vlastnosti, které se mohou jevit jako prirozené, jako je napt. uzavienost jednoprv-
kové mnoziny, uzavienost mnoziny A’, nebo inkluze (A’)’ C A’ neplati v obecném topolo-
gickém prostoru, viz Cviceni 2.15 a 2.18. Podobny problém se tyka nejednoznacnosti limity
posloupnosti v topologickém prostoru, ktery uvidime pozdéji (Ptiklad 2.49). Z téchto dtvodua
dale rozlisujeme topologické prostory pomoci tzv. axiomii oddélitelnosti.

Definice 2.45 (Axiomy oddélitelnosti): Nasledujici vyroky nazyvame axiom oddélitelnosti:

To: (Vo,y € X, #y)(3H,) (y ¢ He) vV (3H,)(x ¢ Hy), (Kolmogorov)
Ti: (Vo,y € X, #y)(3H,, Hy)(y ¢ He N & Hy), (Fréchet)
Ty: (Va,y € X,z # y)(3H,, H,)(H, N H, = 0), (Hausdorff)
Ty (VA€ er)(Va ¢ A)3H,)(3EU > AU € 7)(H, N U = 0), (regularni)
Ty: VA Beer, ANB=0)3AU DA Uen)3VDB,Ver)(UNV =0). (normalni)

Dale pouzivame nasledujici nazvoslovi:

V (X, 7) plati axiom T, < (X, 7) nazyvame Ty-prostor, alternativné Kolmogoriiv.
V (X, 7) plati axiom 77 < (X, 7) nazyvame T} -prostor, alternativné Fréchetiiv.
V (X, 7) plati axiom T, < (X, 7) nazyvame T,-prostor, alternativné Hausdorffiv.
V (X, 7) plati axiom T3 < (X, 7) nazyvame regularni.
V (X, 7) plati axiom Ty < (X, 7) nazyvame normalni.
V (X, 7) plati axiomy 77 a T3 < (X, 7) nazyvame T3-prostor.
V (X, ) plati axiomy T} a Ty < (X, 7) nazyvame Ty-prostor.

Poznamka: Tedy (X, 7) je T;-prostor, plati-li v ném axiom T a navic v piipadé, ze i € {3,4},
jesté pozadujeme platnost axiomu 7;. Potom je kazdy 7;-prostor také 7;_;-prostor. Naopak pro
kazdéi € {1,2, 3,4} existuji topologické prostory,v nichz plati axiom 7;_, ale neplati axiom 73,
viz Cviceni 2.19-2.23.

Fréchetovy prostory jsou charakterizovany tim, Ze jsou to pravé takové topologické pro-
story, v nichZ jsou singletony uzaviené mnoziny. Charakterizaci regularnich prostorti uvadi
Cviceni 2.25.
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Véta 2.46: Topologicky prostor (X, 7) je Fréchetav, pravé kdyz (Vo € X)({z} € e7).

Dilkaz. Je-li | X| = 1, pak je tvrzeni trivialni. Pfedpokladejme dale, ze | X | > 2.

Implikace (=): Bud # € X. Ukazeme, ze X \ {z} je oteviena. Vezméme y € X \ {z}.
Protoze = # y, plyne z axiomu 717, ze (3H,)(z ¢ H,). Neboli H, C X \ {z}. Z toho plyne
X\ {z} er.

Implikace (<=): Necht z,y € X, x # y. Protoze y € X \ {z} a X \ {z} je podle pfedpokladu
oteviena, existuje H, takové, ze H, C X \ {z}, coz znamena © ¢ H,. Podobny argument
aplikovany na X \ {y} implikuje existenci H, s vlastnostiy ¢ H,. O

Véta 2.47: Necht (X, 7) je Fréchetuv topologicky prostor a A C X. Potom plati:
1. A’ € cT,

2. (A CA.

Poznamka: V 2. tvrzeni neplati rovnost, viz Cviceni 2.27. Pfedpoklad véty nelze zeslabit na
Kolmogoruv topologicky prostor, viz Cviceni 2.17.

Diikaz Veéty 2.47. Vyuzijeme fakt, Ze ve Fréchetové prostoru je mnozina H, \ {x} oteviena pro
lib. z € X. To plyne ztoho, ze H,\{z} = (X \ {z})NH, a X \{z} je oteviena podle Véty 2.46.

K diikazu tvrzeni 1., ukazeme implikaci v ¢ A’ = z ¢ A. Kdyzx ¢ A’, IH, takové, ze
(H, \ {z}) N A = (). Mohou nastat dvé moznosti: bud H, N A = (), nebo H, N A = {z}. Je-li
H,NA=(,potomx ¢ A, aproto také z ¢ A’, nebot A’ C A, coz plyne z tvrzeni 2. Véty 2.42.

Uvazujme dale variantu H, N A = {x}. Pro spor piedpokladejme, ze x € A’. Potom H, N
A" #£ (). Protoze podle piedpokladu x ¢ A, je také (H, \ {z}) N A’ # (). Jinymi slovy Jy € A’
ay € H, \ {z}. Protoze H, \ {z} € T (zde pouzivame pozorovani udélané na zacatku dikazu),
je mnozina H, \ {z} =: H, okolim y. Z toho, ze H, N A = {z}, ale vyplyva H, N A = (), coz
znamena, 7e y ¢ A’ a to je spor (s predchozim y € A’).

K dtikazu inkluze (A’)" C A’ pouzijeme jiz dokazané A’ = A’ a tvrzeni 2. Véty 2.42. Potom
totiz

(AY C(A) U(A) =T = A

V topologickém prostoru mizeme také zavést pojem limita posloupnosti.

Definice 2.48 (Konvergence posloupnosti, limita): Bud (X, 7) topologicky prostor a {x, }> ;
posloupnost z X. Rekneme, 7e posloupnost {x,, }°° , konverguje, existuje-li € X takové, ze

(VH,)(3ng € N)(VYn > ng)(z, € H,).

Bod x nazyvame limitou posloupnosti {x,, }°° , a zna¢ime x,, — .

Poznamka: V definici limity posloupnosti lze misto vSech okoli H, uvazovat jen mnoziny
néjaké lokalni baze v z, tzn., Ze x,, — x, pravé kdyz existuje /3, lokalni baze v x tak, ze

(VB € B;)(3ng € N)(Vn > ng)(z, € B),

(ovérte).
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Priklad 2.49: Uvazujme X = [0, 1] s topologii
Trin = {0} U{[0,1] \ F' | F C [0, 1] kone¢na}

(doplniky do koneénych mnozin). Je jednoduché ovéfit, ze (X, 7:,) je topologicky prostor. Vez-
méme libovolnou prostou posloupnost {x,}>°, z [0, 1], tzn. x,, # x,, pokud m # n. Potom
kazda neprazdna mnozina z 7y;, obsahuje {x,, }7°; az na kone¢ny pocet vyjimek. Z toho plyne,
ze kazdy bod z [0, 1] je limitou posloupnosti {z,, }°° ;.

Predchozi priklad ukazuje, Ze limita posloupnosti v topologickém prostoru nemusi byt ur-
cena jednoznac¢né. V Hausdorffové topologickém prostoru uz takova situace nastat nemize.
Véta 2.50: V Hausdorffové prostoru ma kazda posloupnost nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Pro spor piedpokladejme, ze posloupnost {x,}> ; z Hausdorffova prostoru (X, 7) ma
dveé ruzné limity 2" a 2”. Protoze 2’ # z”, axiom T5 implikuje existenci okoli H,, a H,» takovych,
ze chl N Ha;// = @

Protoze x,, — «’ a také x,, — z”, existuji podle definice limity ny,ny € N takové, ze

(Vn>ny)(z, € Hy) a (Vn>ng)(x, € Hyn).

Odtud plyne, Ze pro kazdé n > max(ny,ny) je z, € Hy N Hyr, coz je ve sporu s tim, Ze
H, N Hy = 0. O
Piiklad 2.51: UvaZujme mnozinu rozsifenych realnych ¢isel X = R := R U {#o0} s obvykle
definovanym usporadanim, kde specialné plati a < +o00a b > —oo, Va,b € R. Na R mizeme
zavést topologii pomoci lokalni baze v kazdém bodé:

{(zx—exz+€|e>0}, jelizeR,
Bo = { {(K,00] | K € R}, je-li x = 400,
{[=00,K) | K € R}, je-lix = —o0.

Potom topologicka definice limity posloupnosti {x,,}22; C R splyva s obvyklou definici, tzn.

T, xR < (Ye>0)(Ing € N)(Vn > ng)(|x, — x| <e¢)

T, = +oo < (VK € R)(Ing € N)(Vn > ng)(z, > K),
T, = —00 & (YK €R)(3ng € N)(Vn > ng)(z, < K).

Pripomenme, ze kazdy metricky prostor je i prostor topologicky s topologii indukovanou
metrikou. V8imnéte si, Ze v metrickém prostoru (X, p) mizeme definici limity posloupnosti
vyjadrit:

T, > < (Ye>0)(3ng € N)(Vn > ng)(p(x,x,) <€)
< lim p(z,z,) =0.

n—oo

V metrickych prostorech lze topologické vlastnosti jako je vnitfek, uzavér, hranice, derivace
a izolator mnoziny charakterizovat pomoci limity posloupnosti.
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Véta 2.52: Bud (X, p) metricky prostor a A C X. Potom plati:

lL.Lze A & (We,}2, € X)(z, = 2= (Ing € N)(Vn > ng)(z, € A)),

2.2€A & (Ha, )2, C Az, — 1),

3. 2€0A & (Han ooy CA)(zy =) A (H{ynly C X\ A)(y, — ),

4. ze A & (Hr,poo, c A\ {z})(z, — ),

5r€eA & e AN W, 122, C A (2, = 2= (Ing € N)(VYn > ng)(x, = x)).
Diikaz. Dokazeme pouze 1. ekvivalenci. Zbytek ditkazu se provede podobné a je prfenechan
Ctenafi jako Cviceni 2.28.

Necht x € A°. Potom 3r > 0 tak, ze B,(r) C A. Je-li {z,}2>, € X az, — x, potom

z definice limity plyne (3ny € N)(Vn > ng)(z, € B,(r) C A).
Naopak pokud = ¢ A°, potom pro kazdé n € N je

B (1) nx\4) 20

Zvolme libovolné .
Ty € By (—) N(X\A)
n
pro kazdé n € N. Potom x,, — x a pfitom x,, ¢ A pro kazdé n € N. O

Dalsi véta fika, ze v kazdém metrickém prostoru plati axiom oddélitelnosti 7.

Véta 2.53: Topologicky prostor, jehoz topologie je indukovana metrikou, je normalni.

Diikaz. Necht (X, 7) je topologicky prostor s topologii indukovanou metrikou p. V dikazu
ovéfime platnost axiomu 7y v (X, 7). Nejprve ale dokazeme nésledujici jednoduché pozorovani.

Lemma 2.54: Bud (X, p) metricky prostor, A = A # () az € X. Potom
dlz,A)=0 & =ze€A.
Zde d(z, A) = d({x}, 4) = int{p(z,y) | y € A}.

Ditkaz Lemma 2.54. Implikace (<) je trivialni. UkdZeme opac¢nou implikaci (=). Pfedpokla-
dejme, ze d(x, A) = 0. Potom z definice infima mnoziny musi existovat posloupnost {y, }5";
prvku z A takova, ze y,, — x. Z toho plyne podle 2. tvrzeni Véty 2.52,ze x € A = A. [

Méjme nyni A, B € ¢, ANB = (). Je-li A = (), polozme U := QaV := X;je-liA# 0aB =
(), polozme U := X a V' := (). V obou piipadech je axiom T} splnén. Dale tedy piedpokladejme,
ze A, B # (). Polozme
1
prox € A: 1= gd(x, B) a U, := B,(r.),

1
proye B: r,:= gd(y,A) a V,:=By(ry).
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Podle dokazaného lemma je (Vo € A)(r, > 0), nebot = ¢ B, jinak by AN B # (). Podobné
(Vy € B)(r, > 0). Dale definujme mnoziny

Uv=JU. a V=V
€A yeB
Mnoziny U a V jsou oteviené, protoze jsou dany sjednocenim otevienych mnozin. Déle také
A C U a B C V.K tomu, aby byla platnost axiomu 7} ovéfena, zbyva ukazat, ze U NV = ().
Pro spor piedpokladejme, ze U NV # (). Potom by musely existovat x € Aay € B tak, ze
U, NV, # 0. Vezméme z € U, N'V,. Potom z definice mnozin U, a V, plyne, ze
plz,z) <ry, a ply,z)<ry,.
Bez Ujmy na obecnosti miizeme piedpokladat, ze r, < r,. Potom s pouzitim trojuhelnikové
nerovnosti dostaneme
3ry = d(z, B) < p(x,y) < plz,2) + p(z,y) <re+ry <215,
coz implikuje logicky spor 3 < 2. Ol
Nakonec si jesté vysvétlime pojem topologicky podprostor.

Definice 2.55: (Topologicky podprostor) Bud (X, 7) topologicky prostor a Y C X. Dvojici
(Y, Ty), kde
v :={ANY | Aer},

nazyvame topologicky podprostor prostoru (X, 7).
Poznamka: Snadno se ovéfi, ze topologicky podprostor je topologicky prostor (provedte).
Véta 2.56: Necht (Y, 7y) je topologicky podprostor prostoru (X, 7). Potom plati:

1. Becry & (IC ecr)(B=CNY).

2. H) jeokoliboduy € Y v (Y,7y) & (3H, okoliyv (X,7))(H, = HXNY).
Diikaz. Provedte jako Cviceni 2.30. O
Piiklad 2.57: Uvazujme X = R s obvyklou topologii 7 a Y = (0, 2]. VSimnéte si, ze mnoZina

(0, 1], ktera neni ani oteviena, ani uzaviena v (X, 7), je uzaviena v (Y, 7y ). Podobné je mnozina
(1, 2] oteviena v prostoru (Y, 7y ).

Jesté jednou zdraznime na nasledujicim pfikladu, ze pokud pracujeme s topologickymi
pojmy jako je uzavér, vnittek, hranice, atd., je tfeba mit vzdy na paméti, jakou topologii uvazu-
jeme.

Piiklad 2.58: Bud X = R? s obvyklou topologii 7 a Y = [0,1] x {0}. UvaZujme mnoZinu
A = (0,1) x {0}. Potom v topologickém prostoru (X, 7) mame

A° =0, A=10,1]x {0}, 9A=1]0,1] x {0},
kdezto v topologickém prostoru (Y, Tv) plati
A°=(0,1) x {0}, A=10,1] x {0}, 9A={(0,0),(1,0)}.
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2.3 Spojitost

Pojem spojité zobrazeni hraje v matematické analyze dulezitou roli a lze zavést uz na velmi
abstraktni drovni pro zobrazeni mezi dvéma topologickymi prostory.
Definice 2.59 (Spojitost v bodé, spojitost): Bud f : (X, 7x) — (Y, 7y) zobrazeni mezi dvéma
topologickymi prostory (X, 7x) a (Y, 7y). Rekneme, 7e zobrazeni f je spojité v bodé v € X,
praveé kdyz

(VHj@)) 3H:)(f (Ha) C Hy(a))-
Dale zobrazeni f nazveme spojité, je-li f spojité v kazdém bodé x € X.
Poznamka: Spojitost je topologicka vlastnost. Tzn., Ze zavisi na topologiich 7x a 7y na X
a Y. Zduraznéme, ze H, z definice spojitosti je okolim x v topologii 7x a Hy(,) okolim f(z)
v topologii 7y. Ve znaceni tuto skutecnost ale nebudeme specialné vyznacovat. Budeme také
obcas stru¢néji psat f : X — Y je spojité, namisto pfesného [ : (X, 7x) — (Y, 7y) je spojité.
Poznamka: V definici spojitosti f v bodé z lze misto okoli uvazovat jen mnoziny néjakych
lokalnich bazi v bodech x a f(z), tzn., ze f je spojité v x, pravé kdyz existuji lokalni baze 3, a
B(z) v bodech x a f(x) takové, Ze

(VB € By())(3C € 5:)(f(C) C B).

Na tomto misté je dobré si rozmyslet, ze obvykla ,e—9 definice“ spojitosti funkce f : R — R
v bodé zy:
(Ve > 0)(30 > 0)(Vx € R, |z — zo| < I)(|f(x) — f(z0)] <€)

je specialni pfipad uvedené obecné (topologické) definice, kde R uvazujeme s obvyklou topolo-
gii. Zde se rozumi, Ze je f definovana na celém R. Pokud je funkce f definovana jen na néjaké
podmnoziné D; C R, chapeme D jako topologicky podprostor R s obvyklou topologii a ,,e-0
definice“ ma potom podobu

(Ve > 0)(36 > 0)(Va € Dy, |v — o] < 6)(|f(x) — ()] < o).

Piiklad 2.60: Uvazujme obvyklé topologie a f : [0, 1] U (2, 3] — R definovanou vztahem

T, je-lixz € [0,1],
f(2) = e
xr—1, je-liz € (2,3].

Potom je f spojita funkce.

Odtud dale, pokud nebude topologie na mnozinach R" specifikovana, budeme uvazovat
topologii obvyklou.

Obecnéji nez v predchozi situaci s realnou funkci, avsak docela analogicky je definice spo-
jitosti zobrazeni f : (X, p) — (Y, 0) mezi metrickymi prostory v bodé xy € X ekvivalentni
vyroku

(Ve > 0)(36 > 0)(Ve € X, p(z,20) < 0)(a(f(x), f20)) <),

neboli
(Ve > 0)(36 > 0)(V € By, (9))(f (%) € Biag)(€))-
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Véta 2.61: Budte (X, 7y) a (Y, 7y) topologické prostory a f : (X, 7x) — (Y, 7v). Nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. f je spojité.
2. Vzor oteviené mnoziny je oteviena mnozina, tj.

(VA € Ty)(fil(A) S Tx).

3. Vzor uzaviené mnoziny je uzaviena mnozina, tj.

(VB € ery)(fH(B) € erx).

Diikaz. K dikazu ekvivalence 2. a 3. tvrzeni si sta¢i uvédomit, ze pro lib. A C Y je f~!(A) U
“H(Y \ A) = X a Ze tento rozklad je disjunktni. Potom uz stali vyzit toho, Ze oteviené a

uzaviené mnoziny jsou vzajemné komplementarni. Dale ukazeme ekvivalenci 1. a 2. tvrzeni.

Implikace 2. = 1.: Pro lib. zvolené x € X staci polozit A = Hy(,) a tvrzeni 2. potom iika,
ze [T (Hyw)) Je oteviend. Navic z definice vzoru je € f~'(H{(,)). Proto musi existovat H,
tak, ze H, C f~'(H (), neboli f(H,) C Hy ).

Implikace 1. = 2.: Necht’ A € 7y. Potom je bud f'(A) = (0 a tvrzeni plati trivialné, nebo
f7Y(A) # 0. Pfedpokladejme, Ze f~'(A) # () a zvolme z € f~!(A). Potom je f(x) € A € Ty,
a proto (3Hy(y))(Hyz) C A). Protoze je navic dle piedpokladu f spojita v x, musi

(3H.)(f(Hz) C Hyw) C A),

neboli

(3H,)(H, C f7(A)),
a proto je f71(A) € 7x. O
Definice 2.62 (Homeomorfismus, homeomorfni prostory): Zobrazeni f : (X, 7x) — (Y, 7y)

nazveme homeomorfismus, pravé kdyz je f bijekce a f i f~! jsou spojité. Topologické prostory
(X, 7x) a (Y, 7y) nazyvame homeomorfni, existuje-li f : (X, 7x) — (Y, 7y ) homeomorfismus.

Poznamka: ,Byt homeomorfni® je relace ekvivalence na mnoziné topologickych prostori.

Nasledujici piiklad ukazuje, Ze je-li f : (X, 7x) — (Y, 7y) prosté a spojité, f~! nemusi byt
nutné spojité, viz také Cviceni 2.32. Tzn., Ze pozadavek, aby f~! bylo spojité, neni v definici
homeomorfismu nadbytecny.

Priklad 2.63: Uvazujme jesté jednou zobrazeni f z Prikladu 2.60, které je spojité a také prosté a
jehoz obrazem je [0, 2]. Chapeme-li tedy f jako bijekciz [0, 1]U(2, 3] na [0, 2] se subprostorovou
topologii, inverzni zobrazeni f~' : [0,2] — [0, 1] U (2, 3] snadno uréime:

_ Y, je-liy € 0, 1],
) = ety e 0]
y+1, je-liy € (1,2].

Ziejmé ale f~! neni spojité.
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Homeomorfismus zachovava topologické vlastnosti, tzn. vlastnosti zavislé jen na zvolené to-
pologii jako je napft. otevienost mnoziny apod. Nasledujici véta je okamzity dasledek Véty 2.61
a prislusnych definic.

Véta 2.64: Necht f : (X, 7x) — (Y, 7y) je homeomorfismus topologickych prostorti (X, 7x)
a (Y, 7y). Potom pro kazdé A C X plati:
L. Aerx < f(A) e,

2. Acery & f(A) €cry,

3. f(A°) = (f(A)°, f(A) = f(A) a f(DA) = d(f(A)).
Jiné vlastnosti nez topologické, jako je napf. omezenost mnoziny, homeomorfismus neza-
chovéava, viz Cviceni 2.34.

Definice 2.65 (Ekvivalence metrik, ekvivalence norem): Dvé metriky na mnoziné X # () na-
zveme (topologicky) ekvivalentni, pokud indukuji tutéz topologii na X. Dale dvé normy na li-
nearnim prostoru V' nazveme ekvivalentni, pokud indukuji ekvivalentni metriky na V.

Poznamka: Metriky p a 0 na mnoziné X # () jsou ekvivalentni, pravé kdyz identické zobra-
zeniid : (X, p) — (X, 0) je homeomorfismus.

Véta 2.66: Bud V linearni prostora || - ||; a || - ||2 normy na V. Potom normy || - ||; a || - ||2 jsou
ekvivalentni, pravé kdyz

(3¢,é > 0)(Va € V)(ellzll < [|lzll2 < éflzfl).
Diikaz. Implikace (= ): Pfipomenime, Ze v obecném normovaném prostoru (V|| - ||) plati:
Bo(r) = Co(r) ={y € V| [lz =yl <7}

prolib.x € V ar > 0, viz Cviceni 2.6.
Predpokladejme, Ze jsou normy || ||y a || - ||2 na V' ekvivalentni. Indukuji tedy tutéz topologii
na V. Uvazujme jednotkovou kouli

BM(1) = {yeV||lylh <1}

v prostoru (V|| - ||1). Mnozina Bél)(l) je oteviend v (V.|| - ||1), a proto je podle pfedpokladu
také oteviena v (V|| - ||2). Potom existuje ¢ > 0 takové, ze

B () ={yeV ||yl <} c BP().

Pfejdeme-li v posledni inkluzi k uzavéram v topologii indukované jak || - ||1, tak || - |2 (je stejnd),

potom dostavame inkluzi

weV iyl <ct Cc{yeV ||yl <1},

neboli
My eV)(lyllz<c = |yl <1).
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Pro x = 0 tvrzeni trivialné plati. Pro z # 0 polozme

T
yi=c .
1]
Potom je ||y||2 = ¢ a podle odvozené implikace
G4
12>yl = e,
]l

neboli
[zll2 > cf|z||,

coz je jedna z nerovnosti, kterou bylo tfeba dokazat. Obdobny postup s prohozenou roli norem

| -]l1a] - |2 dokazuje druhou nerovnost.
Implikace (<=): Dokazeme implikaci

A C Vijeotevienav (V| - ||a) = Ajeotevienav (V | -|1).

Opacné implikace se potom opét dokaze analogicky. Ziskana ekvivalence implikuje, Ze normy

|- 1l1al - ||2 indukuji tutéz topologii na V' a jsou proto ekvivalentni.

Pro A = () implikace plati. Necht ) # A C V je oteviena v (V||| - ||2) az € A. Potom

existuje r > 0 tak, zZe
BA(r):={yeV||z—yl. <r}CA

T

Nyni si sta¢i vSimnout, Ze

5 (L) = {uev

nebot pro y € BY (r/¢) je podle pfedpokladu

T
o=yl < £} < BG)

. T
lz = yllz < éllz =yl <oz =

Celkem tedy mame

x ~ x

c

B (f) c B (r) c A,
a proto je mnozina A oteviena také v (V. || - ||1).

Poznamka: Podobné tvrzeni jako Véta 2.66 neplati pro metriky. Vlastnost

(3c,é > 0)(Va,y € X) (ep(,y) < o(z,y) < ép(r,y))

se nazyva silna ekvivalence metrik p a 0 na X. Silna ekvivalence metrik implikuje ekvivalenci
metrik, ale ne naopak. Hloubéji se zde touto problematikou nebudeme zabyvat.
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Pfipomenme, ze topologii na R™ uréenou Euklidovskou 2-normou jsme oznacovali jako ob-
vyklou. Nasledujici ptiklad ukazuje, Ze vSechny p-normy jsou na R" ekvivalentni. Vsechny tedy
indukuji na R"™ obvyklou topologii. Pozdéji dokonce ukazeme, Ze libovolné dvé normy na ko-
necnédimenzionalnim linearnim prostoru jsou ekvivalentni.

Priklad 2.67: Bud p > 1. Pro lib. x € R" je
p n P
(maxlend) < 3o < (maxlo )
S0 eEn
i=1

Z toho plyne, ze pro Vx € R", plati

12lloe < llllp < V/nlllloo-

Tedy normy || - ||, a || - || jsou na R ekvivalentni. Protoze je ekvivalence norem skute¢né
relace ekvivalence, specialné je tranzitivni, jsou || - ||, a || - ||,y ekvivalentni na R™ pro libovolné
p,p € [1,00].

Na rozdil od spojitosti zobrazeni k definici stejnomérné spojitosti jiz potfebujeme metriku.
Definice 2.68 (Stejnomérna spojitost): Budte (X, p) a (Y, o) metrické prostory. Zobrazeni f :
(X, p) = (Y, 0) nazveme stejnomérné spojité (na X), pravé kdyz

(Ve > 0)(30 > 0)(Va,y € X, p(x,y) < 0)(a(f(x), f(y)) <€)

Samoziejmé zobrazeni spojité stejnomeérné je také spojité. Spojitost je ale lokalni vlastnosti
zobrazeni f, kdezto stejnomérna spojitost je vlastnost globalni. Mnozina, na které je zobrazeni
definovano/uvazovano hraje dulezitou roli. Rozmyslete si rozdil na nasledujicich jednoduchych
prikladech.

Priklad 2.69: Funkce f: (0,1) = R, f(z) := 1 je spojita, tj. spojita v kazdém bodé intervalu
(0, 1), ale neni spojita stejnomérné.

Priklad 2.70: Funkce f : [0,1] — R, f(z) := 2? je spojita stejnomérné.
Priklad 2.71: Funkce f : [0,00) — R, f(z) := 22 je spojita, ale neni spojita stejnomérné.
Priklad 2.72: Funkce f : R — R, f(z) := sin z je spojita stejnomérné.

Dalsi fundamentalni pojem v analyze je limita zobrazeni.

Definice 2.73 (Limita zobrazeni vzhledem k mnoZiné, limita zobrazeni): Necht f : (X, 7x) —
(Y, 7y ) je zobrazeni mezi topologickymi prostory, ) # A C X a xy hromadny bod A. Rekneme,
ze f ma limituy € Y prox — xy vzhledem k mnoziné A, pravé kdyz

(VH,)(3Ha ) (Ve € (Hao \ {20}) N A)(f(2) € Hy).

Tuto skutecnost zapisujeme

Am f(z) =y.
€A
Je-li specialné A = X, fikame jen, Zze f ma limituy € Y prox — xy a piSeme
lim f(z)=vy.
T—T0
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Poznamka: Vsimnéte si, Ze limitu zobrazeni definujeme pouze v hromadném bodé mnoziny A.

Opét je dobré si uvédomit, Ze specialné pro funkce f : R — R je obecna definice limity
ekvivalentni klasické e-§ definici zndmé z 1. roéniku. Obecnéji pro zobrazeni f : (X, p) —
(Y, o) mezi metrickymi prostory ma e—0 definice limity

Am f(r) =y
€A

tvar
(Ve > 0)(30 > 0)(Vz € A,0 < p(z,20) < I)(o(f(x),y) <e).
Véta 2.74: Bud f : (X,7x) — (Y,7y) a o hromadny bod X. Potom je f spojité v bodé z,
pravé kdyz
lim f(z) = f(xo).

T—T0

Diikaz. Plyne okamzité z prislusnych definic. [

Limitu zobrazeni a limitu posloupnosti dava v metrickych prostorech do souvislosti Heineho
véta.

Véta 2.75 (Heine): Budte (X, p), (Y, 0) metrické prostory, f : (X,p) — (Y,0),0 # A C X,
x9 € A'ay € Y. Potom
lim f(z) =y,

Tr—xQ
€A

praveé kdyz
(ol € ANz (0 = 20 = f(2n) = ).

Diikaz. Implikace (=): Pfedpokladejme, ze

Am f(z) =y
zeA

auvazujme {2, }°°, C A\ {zo} takovou, Ze z,, — . Zvolme € > 0. Z pfedpokladu plyne, ze

(35 > 0)(¥x € A\ {zo}, plr, 7o) < )(o(f(x), 1) < €).

Protoze z,, — xo, musi

(Ing € N)(Vn > no)(p(xn, To) < ),

a proto je také
(‘v’n > n0)<0(f(xn)vy) < 6)'

Celkem tedy dostavame
(Ve > 0)(Ino € N)(Vn = no)(o(f(zn),y) <e),

coz znamena, ze f(z,) — y.
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Implikace (<= ): Pfredpokladejme naopak, ze neplati

lim f(x)=y.

T—xQ
z€A

Potom
(e > 0)(Vo > 0)(3x € A\ {zo})(p(z,20) <6 N o(f(x),y) >€).

Volime-li postupné v poslednim vyroku ¢ := 1/n, kde n € N, zkonstruujeme tak posloupnost
bodt z,, € A\ {zo} s vlastnostmi

o) < a olf(a)y) >

pro kazdé n € N. Prvni vlastnost znamena, ze z,, — xy a druha implikuje, Ze neni pravda, ze
f(z,) — v O

2.4 Kompaktnost

Definice 2.76 (Oteviené pokryti, podpokryti): Bud (X, 7) topologicky prostor. Systém otevie-
nych mnozin /Y C 7 nazveme otevrené pokryti X, prave kdyz

Ju=x

Ueu
Systém U’ C 7 nazveme podpokryti U, pravé kdyzU' C U all’ je oteviené pokryti X.
Priklad 2.77: Systtm U = {(—n,n) | n € N} je oteviené pokryti R s obvyklou topologii.
Systém {(—2n,2n) | n € N} je podpokryti U, kdezto systém {(—n,n + 1) | n € N} neni
podpokryti U.
Definice 2.78 (Kompaktni prostor, kompaktni mnozina): Topologicky prostor (X, 7) nazveme
kompaktni, pokud kazdé oteviené pokryti X ma konecné podpokryti, tzn.

(VU oteviené pokryti X)(In € N,3U,...U, € U) (U Ui D X) :
i=1
Mnozinu ) # A C X nazveme kompakini, je-li (A, 74) kompaktni jakoZzto topologicky pod-
prostor (X, 7). Prazdnou mnozinu také fadime mezi kompaktni mnoziny.

Poznamka: Rozmyslete si, Ze z predchozi definice vyplyva, ze podmnozina A topologického
prostoru (X, 7) je kompaktni, pravé kdyz

(V{Us}aer C 7) (A < Ua> (3n e N)(3ay, ..., € 1) (A C O U%).

ael =1
Priklad 2.79: Z definice ihned plyne, ze kazda kone¢na mnozina je kompaktni. Dalsi priklad
kompaktni mnoziny v R (s obvyklou topologii) je uzavieny interval [a,b], kde —c0 < a <
b < oo. Obecnéji uzavieny n-interval X7, [a;,b;] = {z € R" | (Vi € n)(a; < z; < b))} je
kompaktni podmnozina R". Diikaz tohoto tvrzeni ale neni trivialni a dokazeme si ho az pozdéji.
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Piiklad 2.80: Prostor R neni kompaktni, nebot napf. z otevieného pokryti {(—n,n) | n € N}
nelze vybrat kone¢né podpokryti R. Podobné interval (0, 1] neni kompaktni mnozina, protoze
z otevieného pokryti {(1/n,1] | n € N} intervalu (0, 1] nelze vybrat kone¢né podpokryti.

Nejprve si dokazeme nékolik obecnych vlastnosti kompaktnich mnozin. Za¢neme s tim, ze
uzaviena podmnozina kompaktniho prostoru je kompaktni.

Véta 2.81: Bud (X, 7) kompaktni topologicky prostor a A C X uzavfena. Potom A je kom-
paktni.

Diikaz. Necht U je oteviené pokryti A. Potom U U {X \ A} je oteviené pokryti kompaktniho
prostoru X, a proto z néj lze vybrat kone¢né podpokryti X. Tzn., ze FU" C U konecné takové,
zeU' U{X \ A} je oteviené pokryti X. Tedy U’ je kone¢né podpokryti i/ mnoziny A. O
Véta 2.82: Necht (X, 7) je Hausdorffav prostor a A C X kompaktni. Potom je A uzaviena.
Poznamka: Predpoklad, ze (X, 7) je Hausdorffuv, je podstatny. Piiklad ilustrujici neplatnost
véty v T1-prostorech ukazuje Cviceni 2.36.
Ditkaz Véty 2.82. Necht A je kompaktni. UkaZeme, 7e X \ A je oteviend. Pro A = X je tvrzeni
trivialni.

Necht A # X az € X \ A. Potom axiom 75 implikuje

(vy S A)(EIHy(cy)a Hy)(HJS:y) N Hy = @)7

kde HYY oznacuje okoli z, které oviem zavisi na y € A. Systém {H, | y € A} je oteviené
pokryti A, nebot

Ac A,

yeA

Jelikoz je A kompaktni, existuje n € N abody v, ...y, € Atak, ze {H,,,...H,,} je oteviené
pokryti A. Navic mame
(Vi € n)(HY) N H,, = 0).

Oznacme .
H, = H.
i=1
Potom H, je okoli x takové, Ze
(Vi e n)(H, N Hy, = 0).

Navic

=1 =1

neboli H, C X \ A. O

Nasleduje ekvivalentni charakteristika kompaktnosti.
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Véta 2.83: Topologicky prostor (X, 7) je kompaktni, pravé kdyz kazdy systém uzavrenych
mnozin z X, jehoz libovolny kone¢ny podsystém ma neprazdny prunik, ma neprazdny prinik,
tzn.

(VT C er) ((wr C 7T konetné ) (ﬂf% @) -~ T +# @) |

Ditkaz. Dokazeme ekvivalenci pro vétu obménénou: (X, 7) je kompaktni, pravé kdyz
(VT Cer) (ﬂT: 0 = (3F C T konetné ) (ﬂ]: = @)) :

Ozna¢me si mnoziny systému 7 = {A, }aer, kde I # ) je indexova mnozina a B, := X \ A,.
Podle de Morganovych zakont je

NA4.=X\|JB.=0 « Xxcl|JB.
acl acl a€el
Je-li X kompaktni, potom 3n € Na day,...q, € I tak, ze
X c | JBa,
i=1

coz je ekvivalentni
n
() 4a, =0.
i=1

Opacnou implikaci dokazeme obdobné. []

Dusledek 2.84 (Cantor): Bud (X, 7) kompaktni topologicky prostor, {4, }°; posloupnost
uzavrenych neprazdnych mnozin z X takova, ze A, 11 C A, pro kazdé n € N. Potom

() An # 0.
n=1

Ditkaz. Bud F C N koneé¢na. Protoze (Vn € N)(A4,4+1 C A,) je

m An :Amax}' 7é®

neF
podle predpokladu. Aplikace Véty 2.83 nyni implikuje tvrzeni. O

Nasim dalsim cilem je tzv. sekvencni kompaktnost. Dulezitou roli budou hrat posloupnosti,
které obsahuji konvergentni podposloupnost. My se ale nejprve na chvili zastavime u obecnéj-
$iho pojmu hromadna hodnota posloupnosti.

Definice 2.85: (Hromadna hodnota posloupnosti) Bud (X, 7) topologicky prostor a {z,}>
posloupnost v X. Bod € X nazveme hromadnd hodnota posloupnosti {z, }5° |, pravé kdyz
kazdé okoli = obsahuje nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti {z,,}°° ;.
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Poznamka: Pozor na rozdil mezi pojmy hromadna hodnota posloupnosti {z,, }>° ; a hromadny
bod mnoziny U° , {x,, }. Napf. posloupnost s ¢éleny z,, = (—1)" ma v R dvé hromadné hodnoty
+1, kdezto U2 {z,} = {—1,1} je mnoZina dvou izolovanych bodu.

Véta 2.86: V kompaktnim prostoru (X, 7) méa kazda posloupnost hromadnou hodnotu.

Ditkaz. Bud {z,}>° | posloupnost v X. Definujme

B, = U{xk}

k>n

aA,: =B, pro kazdé n € N. Ztejmé B,, # () a B,.1 C B, pro kazdé n € N, a proto také
A, #0aA, CA,prokazdén € N. Potom podle Dtsledku 2.84 je

Ao
n=1

Ukazeme, Ze libovolny bod
T E ﬂ A,
n=1
je hromadna hodnota posloupnosti {z,}5° ;. Bud H, libovolné okoli z. Protoze
(Vn e N)(z € A,)

je z definice uzavéru

(Vn € N)(H, N B, # 0).

Z posledniho plyne, ze H, musi obsahovat nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti {x,, }°° ,, jinak
by muselo existovat ng € N takové, ze (Vn > ng)(H, N B, = 0). O

Véta 2.87: V kompaktnim Hausdorffové prostoru je posloupnost konvergentni, pravé kdyz ma
pravé jednu hromadnou hodnotu.

Poznamka: Predpoklad kompaktnosti X je podstatny pro platnost implikace:
{z,}>° | ma pravé jednu hromadnou hodnotu = {z,}.°, konverguje,

jak ukazuje jednoduchy priklad posloupnosti

1/n, je-li n liché,
Ty =
n, je-li n sudé,

v R s obvyklou topologii.
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Diikaz Véty 2.87. Pokud z,, — x, plyne okamzité z definice limity, Ze x je hromadné hodnota
{,}°° ;. Stadi proto ukazat, ze x je jedinou hromadnou hodnotou posloupnosti {z,,}°° ;. Uva-
zujme libovolny y € X, y # x. Potom axiom 75 implikuje

(3H,, H,)(H, N H, = 0).

Protoze H, obsahuje vSechny ¢leny {z,}°, aZ na kone¢né mnoho vyjimek, maze H, obsa-
hovat pouze kone¢né mnoho ¢élent {z,}> |, a proto y neni hromadna hodnota posloupnosti
{za}ois-

Predpokladejme naopak, ze {z,}>° ; neni konvergentni. Z Véty 2.86 plyne, ze {z,}>,
ma alespon jednu hromadnou hodnotu. Oznaéme ji x. Protoze = neni limitou posloupnosti
{x,}°°,, existuje H, tak, ze doplnék X \ H, obsahuje jesté nekone¢né mnoho ¢lentt posloup-
nosti {2, }°° ;. Mnozina X \ H, je uzavfeni podmnozina kompaktniho prostoru X, a proto je
podle Véty 2.81 také kompaktni. A tedy podle Véty 2.86 musi mit posloupnost {z,, }>° |, hromad-
nou hodnotu v mnoziné X \ H,. Celkem tedy ma posloupnost {z,}°° ; alesponn dvé hromadné
hodnoty. [

Zamysleme se nyni kratce nad rozdilem pojmi:
1. Posloupnost {z,}>° ; ma hromadnou hodnotu.
2. Posloupnost {x,,}2° ; méa konvergentni podposloupnost.

V obecnych topologickych prostorech nejsou vyroky 1. a 2. ekvivalentni. Plati pouze implikace
2. = 1. (dokazte). Neplatnost opac¢né implikace ukazuje Cviceni 2.39. Nicméné v metrickych
prostorech uz tvrzeni 1. a 2. ekvivalentni jsou.

Véta 2.88: Bud {x,}>°, posloupnost v metrickém prostoru (X, p). Potom {z,}>°, ma hro-
madnou hodnotu, pravé kdyz {z, }°°; ma konvergentni podposloupnost.

Diikaz. Vzhledem k diskuzi vyse sta¢i ukazat jednu implikaci. Predpokladejme, ze {z,}>°
ma hromadnou hodnotu z € X. Jelikoz pro kazdé ¢ > 0 obsahuje okoli B, (¢) nekonetné
mnoho ¢lent posloupnosti {z, }22 ;, 1ze konvergentni podposloupnost {z,, }>2 ;konstruovat in-
duktivné. V prvnim kroku vybereme libovolné =, € B,(1) a v n-tém x5, € B,(1/n) pro
néjaké k, > k,_,. Takto mizeme postupovat pro kazdé n > 2 a vybereme tak podposloupnost
{zk, 152, jejiz ¢Cleny spliuji

(¥n € N) (p(x, 0) < %) |

Odtud plyne x;, — x. []

Definice 2.89 (Sekven¢éné kompaktni prostor): Topologicky prostor (X, 7) nazveme sekvencéné
kompaktni, pokud kazda posloupnost v X ma konvergentni podposloupnost.
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V obecnych topologickych prostorech neni kompaktni prostor sekvenéné kompaktni a ne-
plati ani opac¢né implikace. Ukazat ptiklady topologickych prostori, které jsou kompaktni, ale
ne sekvencné kompaktni a naopak, které jsou sekvencné kompaktni, ale ne kompaktni, uz vy-
7aduje hlubsi znalosti z obecné topologie, které jsou nad ramec tohoto kurzu. Ctenaf je miize
najit napt. v knize [26].

Nasim cilem bude ukazat, ze v metrickych prostorech jiz kompaktnost a sekven¢ni kompakt-
nost znamena totéz. Tato véta ma v matematické analyze hluboky vyznam.

Véta 2.90: Metricky prostor (X, p) je kompaktni, pravé kdyz je sekven¢né kompaktni.

Dilkaz. Pfedpokladejme, Ze (X, p) je kompaktni. Podle Véty 2.86, ma kazda posloupnost v X
hromadnou hodnotu, coz v metrickém prostoru znamena, ze kazda posloupnost ma konver-
gentni podposloupnost, viz Véta 2.88.

Pujde tedy zejména o to, dokazat opac¢nou implikaci. To provedeme prostfednictvim dvou
pomocnych tvrzeni.

Lemma 2.91 (Lebesgue): Bud (X, p) sekvenéné kompaktni metricky prostor a {U, },cs ote-
viené pokryti X. Potom existuje € > 0 takové, ze kazda e-koule je obsazena alespon v jedné
z pokryvajicich mnozin U, tj.

(e > 0)(Vz € X)(3a € I)(B.(e) C Uy).
Diikaz Lemma 2.91. Dukaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze
(Ve > 0)(3zx € X)(Va € I)(By(€) ¢ Uy).
Volime-li € = 1/n, kde n € N, dostaneme tak posloupnost {x,,}°° , pro jeji ¢leny plati
(Va € I)(Vn € N)(B,, (1/n) ¢ U,). (17)

Jelikoz je (X, p) sekvenéné kompaktni, posloupnost {x,, }°° ; ma konvergentni podposloup-
nost {zy, }>°,, jejiz limitu oznaéme z. Protoze {U, }qcs je oteviené pokryti X, (o € I)(z €
Ua,)- Mnozina U, je oteviena, a proto

(Fr > 0)(Bx(r) C U,,)-
Z toho, ze zj, — x, plyne
(Ino € N)(Vn > ng)(p(z, zx,) < 1/2).

Bez Gjmy na obecnosti mizeme také predpokladat, Ze n je dost velké, aby platilo

(¥n > no) (% < g)

Z poslednich dvou vlastnosti plyne inkluze B,, (1/k,) C B.(r) pro kazdé n > n, nebot je-li
Y € By, (1/ky), potom

1 r
ply,2) < ply, wk,) + P, 7) < —+5 <,
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a proto y € B,(r). Odtud vidime, Ze
(Vn > no) (Ba,, (1/ky) C By(r) C Us,) -

Celkem jsme tedy nasli oy € I aindex m € N, napt. m := k,,, takové, ze B, (1/m) C U,,,
coz je spor s (17). ]

Lemma 2.92 (Borel): Bud (X, p) sekven¢né kompaktni metricky prostor. Potom je X tzv. to-
talné omezeny, tj.

(Ve > 0)(In € N)(Fzy, ..., 2p) (X C OBxl(e)> :

Diikaz Lemma 2.92. Bud € > 0. Zvolme libovolné z; € X. Je-li X \ By, (€¢) # 0, zvolime opét
libovolné x5 € X \ By, (€). Je-1li X \ (B, (€) U By, (€)) # 0, zvolime x3 € X \ (B, (€) U By, (€)),

atd. Tato procedura musi po kone¢né mnoha krocich skoncit, tj.
(3n € N) (X \|JBu(e) = ®> :
i=1

z ¢ehoz vyplyva tvrzeni lemma. Kdyby totiz procedura neskonéila po kone¢né mnoha krocich,
zkonstruovali bychom tak posloupnost {z,,}°°; jejiz dva libovolné ¢leny s riznym indexem
jsou od sebe vzdaleny alespon o e, tj.

(Vm,n € Nym # n)(p(xm, xn) > €).

Takova posloupnost nemtize mit konvergentni podposloupnost (dokazte), coZ je spor se sek-
vencni kompaktnosti X. [

Nyni mtuzeme dokazat implikaci:
(X, p) sekvenéné kompaktni = (X, p) kompaktni.
Necht {U, }ac1 je oteviené pokryti sekven¢né kompaktniho prostoru (X, p). Podle Lemma 2.91
(e > 0)(Vz € X)(3a € I)(B.(e) C U,).
Navic podle Lemma 2.92
(In e N)(Tzy, ..., ) (X clU Bxi(e)> .
i=1
Oznacime-li tedy oy, . .. o, € I ty indexy, pro které plati, ze
(Vi € 2)(Be,(€) C Uny),

je systém {U,,, ..., U,, } kone¢né podpokryti {U, }.cs prostoru X. O
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Vsimnéte si, Ze z Lemma 2.92 a pravé dokazané Véty 2.90 vyplyva, ze kompaktni podmno-
zina metrického prostoru musi byt omezena (dokonce totalné omezena). Pfipomeneme-li jesté
Vétu 2.82 dostavame nasledujici tvrzeni.

Véta 2.93: Bud (X, p) metricky prostor a A C X kompaktni. Potom A je omezena a uzaviena.

Poznamka: Opacna implikace neplati a to ani pokud omezenost nahradime totalni omeze-
nosti, viz Cviceni 2.42. Ukazuje se, Zze misto uzavfenosti, zde klicovou ulohu hraje tzv. tplnost,
o které bude fe¢ az v nasledujici kapitole, viz Véta 2.116. Pokud se ovsem omezime na konec-
nédimenzionalni normované prostory, jsou kompaktni mnoziny pravé ty soucasné omezené
a uzavrené, viz Véta 2.104.

V dalsi ¢asti budeme studovat, jaké dusledky ma kompaktnost pro spojita zobrazeni.
Véta2.94: Bud [ : (X, 7x) — (Y, 7y) spojité a (X, 7y ) kompaktni. Potom je f(X) kompaktni.

Diikaz. Bud {U, }4cr oteviené pokryti f(X). Podle Véty 2.61 jsou vzory f~!(U,) oteviené pro
kazdé a € I. Dale z inkluze

f(X) c |JUa

acl
plyne
X c|Jrwa).

ael

Tedy {f~1(Uq,) }acs je oteviené pokryti X. ProtoZe je X kompaktni, existuje kone¢né podpo-
kryti, tzn. 3n € Na Jaq, ..., a, € I tak, ze

X cUJrwn)
=1

neboli .
F(x) c|JUa,.
i=1
To znamena, ze {U,,, ..., U,, } je koneéné podpokryti {U, }.cs prostoru f(X). O

Jednoduché avsak velmi zasadni pozorovani je nasledujici véta. Pripomenme, ze R uvazu-
jeme s obvyklou topologii, neni-li fe¢eno jinak.
Véta 2.95: Bud f spojitd realnd funkce na kompaktnim prostoru (X, 7), tedy f : X — R.
Potom f nabyva svého infima a suprema na X, tzn.

(FZmin, Tmax € X) (f(:cmin) =inf f(z) a f(%max)=sup f(:c)> :
re€X zeX
Diikaz. Podle Véty 2.94 je f(X) C R kompaktni. Z Véty 2.93 vime, ze f(X) je omezena a uza-
viena. Nyni si sta¢i uvédomit, Ze pro libovolnou omezenou a uzavienou mnozinu A C R plyne
z definice infima a suprema, ze inf A € Aasup A € A Pro A = f(X) tak dostaneme tvrzeni
véty. [
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Spojitost a stejnomérna spojitost jsou na kompaktnich metrickych prostorech totozné po-
jmy.
Véta 2.96 (Cantor): Bud f : (X,p) — (Y,0) spojité zobrazeni mezi metrickymi prostory
a (X, p) kompaktni. Potom f je spojité stejnomérné.

Diikaz. Je tieba dokazat, Ze

(Ve > 0)(30 > 0)(Va,y € X, p(x,y) < 0)(a(f(x), f(y)) <€)

Dutkaz provedeme sporem. Tedy predpokladejme

(Fe > 0)(Vo > 0)(Fz,y € X, pz,y) < 0)(a(f(2), [(y)) = €).

Polozime-li 6 = 1/n, kde n € N, dostaneme tak posloupnosti {z,}>° ; a {y,}>2 , takové, ze

e N) (plowm) <5 A ol Som) 2 <),

Jelikoz je X kompaktni, Véta 2.90 implikuje, Ze {x,}°2; ma konvergentni podposloupnost
{zk, }5° 4, jejiz limitu si ozna¢me x. Vlastnost (Vn € N)(p(zn,y,) < 1/n) implikuje, Ze také
Yk, — . Ze spojitosti f potom dostaneme, ze f(xx,) — f(x)a f(yx,) — f(2), coZ je ve sporu
s vlastnosti

(Vn € N) (o(f (@, ) [ (Yra)) =€)
[]

Cilem posledni ¢asti vykladu vénovanému kompaktnosti bude ukazat, Ze na konecnédimen-
zionalnim normovaném prostoru je mnozina kompaktni, pravé kdyz je omezena a uzaviena. Du-
lezitou ingredienci pro odvozeni této véty je kompaktnost uzavieného n-intervalu x!_,[a;, b;].
Jako prvni krok si dokaZeme, Ze uzavieny interval [a, b] je kompaktni mnozZina v R. Tato véta se
nékdy téz oznacuje jako Heineova-Borelova, my si ale toto oznaceni nechame pro vétu mno-
hem obecné;jsi.

Lemma 2.97: Necht a,b € R, a < b. Potom [a, b] je kompaktni podmnoZina R.

Ditkaz. Necht U je oteviené pokryti [a, b]. Ukdzeme, Ze U ma konec¢né podpokryti.
Definujme mnoziny

S :={z € [a,b] | interval [a, x] je pokryt kone¢né mnoha mnozinami z I/ }.

Jisté a € S, nebot mnozina {a} je pokryta jedinou mnozinou z U, a tedy S # (). Ozna¢me
s :=supS. Ziejmé a < s < b. Ukazeme, 7ze s € S a s = b, z ¢ehoz uz bude plynout existence
kone¢ného podpokryti i intervalu [a, b].

Bod s musi byt pokryt néjakou mnozinou V' € U. Protoze je V' oteviena, existuje € > 0
tak, 7e (s — €, s + €) C V.Bod s — € neni horni zavora S, a proto musi existovat y € (s — ¢, s]
takové, ze y € S. Tzn., Ze interval [a, y] je pokryt kone¢né mnoha mnozinami z ¢/. Oznaéme si
jeUy, ..., U,.
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Uvazujme libovolné z € [a, b] takové, 7ze y < z < s + €. Potom
la,z] Cla,y]U(s—€,s+¢e)CUU---UU, UV.

Tzn., ze [a, z] je pokryt kone¢né mnoha mnozinami z U, neboli z € S. Z toho specialné vyplyva,
ze s € S ataké, ze s = b, jinak by s nebyla horni zavora S. []

Abychom zobecnili pfedchozi vétu do prostoru R", musime nejprve zavést tzv. produktovou
topologii na kartézském soucinu konecné mnoha topologickych prostort. Tuto topologii lze
zavést i na kartézském soucinu nekonecné mnoha topologickych prostorti. V nasem vykladu to
ale nebudeme potrebovat.

Definice 2.98 (Produktova topologie): Budte n € Na (X;,7),...,(X,, 7,) topologické pro-
story. Produktova topologie 71 @ --- ® T, na kartézském soucinu mnozin X; x --- X X, je
topologie urcena bazi

{Al Xoee XAn | Al 6717...,An€7'n}.
Poznamka: Korektnost definice produktové topologie, tedy Ze systém {A; x --- X A, | A; €
Ty ..., An € T,} skuteéné urcuje topologii na X; x - -+ X X, plyne z Véty 2.26 (ovéfte).

Neni-li feceno jinak uvazujeme na kartézském soucinu konecné mnoha topologickych pro-
stord topologii produktovou. Prostor R" 1ze chapat jako kartézsky soucin n kopii R. Obvykla
topologie na R" indukovana euklidovskou metrikou a produktova topologie urc¢ena obvyklou
topologii na R jsou totozné, viz Cviceni 2.46. Nasledujici tvrzeni je specialni ptipad tzv. Tycho-
novovy véty, ktera plati i pro nekonecny kartézsky soucin topologickych prostoru.

Véta 2.99 (Tychonov): Kartézsky souc¢in kone¢né mnoha kompaktnich topologickych prostora
je kompaktni prostor.

Diikaz. Dukaz staci provést pro dva kompaktni prostory (X, 7x) a (Y, 7y). Tvrzeni pro libo-
volny konecny pocet prostori pak dokazeme indukci (rozmyslete).
Budeme potfebovat jedno pomocné tvrzeni, tzv. tubularni lemma.

Lemma 2.100: Budte (X, 7x), (Y, 7y ) topologické prostory, K C Y kompaktniaU C X xY
oteviena. Potom je mnozina

Vi={reX|{z} x KCU}
oteviena v X.

Diikaz Lemma 2.100. Je-li K = (), potom V' = X, takZe je tvrzeni zfejmé. Dale predpokladejme,
7e K # (). Necht x € V. Protoze je U oteviena, mame

(Vy € K)(3A, € 7x, By € 7v)((z,y) € A, x B, C U).
Systém {B, | y € K} je oteviené pokryti kompaktni mnoziny K, a proto

(FneN)3y1,...,yn € K)(K C B, U---UB,,).
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Oznacme

Ztejmé x € H, € 7x.Dale je také
H, x K | J(H, x B,,) C | J(4, x B,) C U,
i=1 i=1
atedy H, C V.Dokazali jsme, Ze libovolny bod z V' lezi ve V' i s néjakym svym okolim, a proto
je V otevfena. [

Nyni se vratime k samotnému dukazu Véty 2.99. Pfedpokladejme, ze (X, 7x) a (Y, 7y) jsou
kompaktni topologické prostory a U oteviené pokryti X x Y.

Bud x € X fixni. Snadno se ovéfi, ze zobrazeni f, : Y — X X Y : y — (z,y) je spojité,
a proto je podle Véty 2.94 mnozina f,(Y) = {z} x Y kompaktni. Proto

(Fn e N)EU,,...,U, e)({a} x Y C U U---UT,).

Oznacme

Ve={2'eX|{}xYCUU---UU,}.

Potom = € V, a podle Lemma 2.100 je V,, oteviena.
Systém {V,, | x € X} je tedy oteviené pokryti X. Z kompaktnosti X plyne

(Fm e N)(Fzy, ...,z e X)( X CV,, U---UV, ).

Potom .
XxYc| W, xY.
i=1
Z predchoziho odstavce plyne, ze kazda z mnozin V,, X Y, kde 7 € m, je pokryta konec¢né
mnoha mnozinami z /. Sjednocenim vsech téchto mnozin dostaneme konec¢né podpokryti I/
prostoru X x Y. L

Kombinaci Lemma 2.97 a Véty 2.99 dostaneme okamzité nasledujici dusledek.
Dusledek 2.101: Necht n € Naay,...,a,,b1,...,0, € R takové, ze a; < b; pro kazdé i € n.
Potom X!, [a;, b;] je kompaktni podmnoZina prostoru R".

Nyni si ukazeme dilezitou vétu, ze které plyne, Ze vSechny normy na konecnédimenzio-
nalnim linearnim prostoru indukuji tutéz topologii. Tento fakt vzapéti pouzijeme v dukazu
Heineovy-Borelovy véty. Nezavisle na tom ma tato véta zasadni vyznam v analyze funkci vice
proménnych.

Véta 2.102: Libovolné dvé normy na linearnim prostoru konecné dimenze jsou ekvivalentni.

Poznamka: Vétu dokazeme pro linearni prostory nad R. Je-li télesem C, postupuje se podobné.
Detaily pfenechame ¢tenafi.
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Diikaz Véty 2.102. Bud V,, linearni prostor nad R, dimV,, = n € N. Ve V,, zvolme bazi X =
(x1,...,2,) a definujme normu

Hx”X,OO = T{gﬂxf(@h S Vna

kde xfé (x) je i-ta soufadnice x v bazi X (ovéfte, ze jde skute¢né o normu na V},).
Uvazujme dale néjakou (libovolnou) normu || - || na V,,. Ukazeme, ze

(Be,e> 0)(Ve € Va)) (cllzflxoe < [lz] < éllzlxo0) -

Tedy ze normy || - || a || - ||x.c0 na V;, jsou ekvivalentni. Protoze je relace ekvivalence norem
tranzitivni, plyne odtud, zZe také libovolné dvé normy na V,, musi byt ekvivalentni.
Jedna nerovnost plyne rovnou z obecnych vlastnosti normy, nebot pro € V,, mame

n
>l (@)
i=1

kde jsme oznacili

]l =

n n
<D laf @)l < I?gLXW#(?UN DMzl = el oo
i=1 =1

n
&= lall.
i=1

Tim je jedna nerovnost dokazana. Navic z odhadu vyse také plyne, Ze je identické zobrazeni
id: (Vo |- lxee) = (Va, || - |]) spojité.

K dikazu druhé nerovnosti budeme potfebovat nasledujici pomocné tvrzeni.

Lemma 2.103: MnozZina
S:={z eV, |[r|xo =1}

je kompaktni podmnozina (V,,, || - || x,00)-

Diikaz Lemma 2.103. Nejprve uvazme zobrazeni W : R" — V}, definované vztahem

n
U(ag,...,q) = Z 04T
i=1

pro kazdé (aq, ..., a,) € R". Protoze
(e, ..., an)lly 0o = maxai| = [(a, ... an)lo,
je zobrazeni W, jakozto zobrazeni z (R", || - ||oo) do (Vi || - ||x,00), SpOjité.
Zfejmé
[W(ar,. ) lly o = Te%x‘ai‘ <1l < (aq,...,0p) € [-1,1]",

z ¢ehoz plyne _
U([-1,1")=B:={z eV, ||z]lxyo0 <1}.
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Podle Dusledku 2.101 je mnozina [—1, 1] kompaktni v prostoru (R", || - ||«), a proto je jeji
spojity obraz B = W ([—1,1]") kompaktni v (V,,, || - || x.00 ) Viz Véta 2.94.

Abychom ukazali také kompaktnost mnoziny 5, staci nyni dokazat, ze S je uzaviena pod-
mnozina B a aplikovat Vétu 2.81. Zfejmé S C B. Piipomeneme-li si, Ze je norma spojita; pres-
néji v tomto pfipadé zobrazeni f : (V,,, || - ||x,c) = (R, | -|) definované vztahem

f(@) = [l 2,00

je spojité a navic S = f~1({1}), vyplyvé uzavienost S z uzavienosti mnoziny {1} a Véty 2.61.
[

Pripomenime, Ze identita id : (V,,, || - ||x.00) = (Va, || - ||) inorma || - || : (Vp,, || - ||) = R jsou
spojita zobrazeni. Potom podle Véty 2.95 musi spojité (slozené) zobrazeni ||id|| : (V,, ||-||x.00) —
R : 2 — ||z|| nabyvat svého minima na kompaktni mnoziné S, tzn., Ze existuje ymi, € S takové,
ze

(Vy € S)(llyll = o),
kde jsme oznadili ¢ := ||Ymin||- VSimnéte si, Ze ¢ > 0, tedy ¢ # 0, nebot yuin # 0, protoze 0 ¢ S.
Nyni je-li 0 # = € V,,, je vektor

x
Y= HZEH—XOO €5,
a proto
<l =]
neboli

clle]lxoo < llfl-
O

Nyni si kone¢né mizeme ukazat, ze v kone¢nédimenzionalnim normovaném prostoru lze
implikaci ve Vété 2.93 obratit.

Véta 2.104 (Heine—Borel): V normovaném prostoru konecné dimenze je mnozina kompaktni,
prave kdyz je omezena a uzaviena.

Diikaz. Dukaz provedeme pouze pro linearni prostor nad redlnym télesem. Bud tedy (V/,, || - ||)
normovany prostor nad R, dimV,, =n € Na A C V,,. Jelikoz mame Vétu 2.93, staci dokazat
implikaci:

A omezena a uzaviena = A kompaktni.

Ukazeme, Ze se sta¢i omezit na prostor R”. Bud X = (x1,...,z,) baze V,,a Py : V,, — R"
soufadnicovy izomorfismus
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Zobrazeni Py je bijekce a navic je spojité i se svoji inverzi jako zobrazeni mezi V,, a R" s libo-
volnymi normami. To vyplyva z Véty 2.102 a vztahu

1P (2) oo = max [ ()] = [|2] .00,
€N

ktery plati pro kazdé = € V,,, kde || - || o je norma na V,, (jako v dikazu Véty 2.102). Jinymi
slovy @ je homeomorfismus z V,, do R" s libovolnymi normami. Odtud plyne, zZe

A jekompaktni <  Py(A) je kompaktni,

viz Véta 2.94 a
A jeuzaviend &  Py(A) je uzaviena,

viz Véta 2.61. Plati také
A je omezend < Py(A) je omezena,

(oveérte).

Staci tedy uvazovat specialni ptipad V;, = R". Necht A C R" je omezena a uzaviena. Z
omezenosti A vyplyva, ze A musi byt podmnoZinou néjakého n-intervalu x?_,[a;, b;], ktery
je kompaktni podle Dusledku 2.101. Protoze je A navic uzaviena, plyne z Véty 2.81, ze A je
kompaktni. O

Nasledujici tvrzeni je pfimym dusledkem predchozich vét. Pro jeho dilezitost ho ovsem
zformulujeme jako vétu. Toto tvrzeni jako fundamentélni vlastnost (R, | - |) bylo nezavisle na
sobé objeveno B. Bolzanem a K. Weierstrassem.

Véta 2.105 (Bolzano-Weierstrass): Kazda omezena posloupnost v normovaném prostoru ko-

necné dimenze ma konvergentni podposloupnost.

Diikaz. Bud {x,};°, posloupnost z néjakého kone¢nédimenzionalniho normovaného prostoru.
Potom je mnoZina

A= J{zn}

omezena. JelikoZ je A podmnozina normovaného prostoru, je i jeji uzavér A _omezeny (ovéite).
Podle Heinovy-Borelovy véty 2.104 je A kompaktni. Dale podle Véty 2.90 je A sekvenéné kom-
paktni, a proto posloupnost {z,, }°° |, jejiz ¢leny jsou z A, ma konvergentni podposloupnost. [

Poznamka: Bolzanova-Weierstrassova véta neplati v metrickych prostorech ani v normova-
nych prostorech nekonecné dimenze, viz Cviceni 2.47
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2.5 Uplnost

Cela ¢ast o uplnosti se bude tykat pouze metrickych prostorii (X, p).

Definice 2.106 (Cauchyovska posloupnost): Posloupnost {x,,}22 ; v prostoru (X, p) nazveme
cauchyovskou, pravé kdyz

(Ve > 0)(Ing € N)(Ym, n > ng) (p(zm, xn) < €)
nebo ekvivalentné
(Ve > 0)(3no € N)(Vn > ng)(Vp € N)(p(zn, Tpip) < €).
Lemma 2.107: Necht {z,}°°, je posloupnost v metrickém prostoru (X, p). Potom plati:
1. Je-li {x,}32 , konvergentni, pak je {x,}2° ; cauchyovska.
2. Je-li {z,,}5°, cauchyovska, pak je i libovolna jeji podposloupnost cauchyovska.
3. Je-li {z,,}5°, cauchyovska, pak je omezena.

4. Je-li {z,}5°, cauchyovska a ma konvergentni podposloupnost {zy, }°° ,, tj. zx, — x pro
néjaké x € X, potom z,, — .

Ditkaz. 1. Je-li {x,}5° | konvergentni, potom existuje © € X tak, ze x,, — x. Z definice kon-
vergence plyne, Ze

(Ve > 0)(3no € N)(¥n > ny) (p(x, ) < g) .

Zvolme tedy € > 0. Potom s pouzitim trojuhelnikové nerovnosti dostaneme pro libovolné
m,n > ny odhad
€ €
p<xmyxn) < p(ﬂim, 513) + p(x,xn) < 5 —+ 5 =e,

a tedy {x,}°°, je cauchyovska.

2. Tvrzeni plyne pfimo z definice cauchyovské posloupnosti.

3. Necht {z,}°°, je cauchyovska. Definice cauchyovské posloupnosti pro € = 1 implikuje
existenci ny € N takového, ze vsechny ¢leny posloupnosti {z,,}° ;, az na kone¢né mnoho
vyjimek, lezi v kouli B,, (1). Takova posloupnost je nutné omezena.

4. Pfedpokladejme, ze {7, }°°, je cauchyovska a x;, — z. Pfipomenme, Ze posloupnost
indext k,, u vybrané posloupnosti je ostfe rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, a proto k,, >
n pro kazdé n € Ny. Protoze je {x,}>2; cauchyovska, plyne z definice, zZe

(Ve > 0)(3ny € N)(Vn > ny) (p(xn, ) < %) .

Dale z predpokladu x;,, — = mame

(Ve > 0)(Tna € N)(Vn > n) <p(ackn, z) < g) .
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Nyni stadi ke zvolenému € > 0 polozit ny := max(ns, n2) a z vyroka vyse dostaneme, Ze pro
kazdé n > ng plati

€
p(Tn, ) < p(xy, T1,) + p(Th,,, ) < 5ty =¢6

neboli x,, — . [l

Obracena implikace z 1. tvrzeni Lemma 2.107 obecné neplati. Metrické prostory, kde tato
implikace plati pro kazdou posloupnost, se nazyvaji uplné.
Definice 2.108 (Uplny prostor, iplnd mnoZina): Metricky prostor (X, p) nazveme #plny, pravé
kdyz kazda cauchyovska posloupnost z X je konvergentni (tzn., Ze ma v X limitu). Podobné
mnozinu A C X nazveme #plnou, pravé kdyz kazda cauchyovska posloupnost z A ma v A
limitu.
Definice 2.109 (Banachtv prostor, Hilbertiiv prostor): Uplny normovany prostor se nazyva
Banachiiv prostor. Uplny pre-HilbertGiv prostor se nazyva Hilbertiiv prostor.

Piiklad 2.110: Normovany prostor V' konecné dimenze je uplny. Tedy napf. (R, |- |), (R™, ||-]|)
nebo (C",|| - ||) s libovolnymi normami jsou viechno piiklady uplnych prostori.. Tvrzeni, ze
(VI - ||) je uplny neni nic jiného, neZ jedna implikace z Bolzanovy—Cauchyovy podminky:

r, > & (Ye>0)(Ing € N)(Vm,n > ng)(||zm — xa|| < e).

Netrividlni implikaci (<) odvodime nyni snadno z jiz dokdzanych vét. Je-li {z,, }°° ; cauchyov-
ska posloupnost v (V, || - ||), je {2, }5°, omezena podle Lemma 2.107. Potom podle Bolzanovy-
Weierstrassovy véty 2.105 ma {x,, }22 ; konvergentni podposloupnost a opét podle Lemma 2.107
musi byt i posloupnost {z,}>° ; konvergentni.

Dalsi priklad ilustruje to, Ze Gplnost je metricka vlastnost. Na R zvolime jinou metriku nez
v Prikladu 2.110 a vysledny prostor jiz nebude tuplny.

Piiklad 2.111: Zobrazeni p : R X R — R definované pro =,y € R vztahem

p(x,y) = |arctgx — arctg y|

je metrika na R (ovéfte). UkdZeme, Ze metricky prostor (R, p) neni Gplny.
Uvazujme posloupnost s ¢leny x,, := n, kde n € N. Pro n,p € N mame

p(Zpsp, x,) = arctg(n + p) — arctgn < g — arctgn.

Jelikoz vyraz napravo jde k nule pro n — oo, je posloupnost {z,}>°; cauchyovska v (R, p).
Na druhou stranu {z,,}°°; neni konvergentni v (R, p). Kdyby byla konvergentni, muselo by
existovat x € R takové, ze

lim p(z,,z) =0,

n—oo
COZ znamena

: 7r
0 = lim (arctgn — arctgx) = 5 arctg x.
n—oo

Rovnost arctg x = 7/2 ovSem neplati pro zadné = € R.
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Piiklad 2.112: Prostor (Q, | - |) neni uplny, nebot v ném existuji cauchyovské posloupnosti,
které nemaji limitu v Q. Staci vzit jakoukoliv posloupnost racionalnich ¢isel, ktera konverguje
k ¢islu iracionalnimu jako je napft.

1 n
mn:<1—|——) , neN.
n

Piiklad 2.113: Prostor (Q, py), kde py je diskrétni metrika, je Gplny. Stadi si rozmyslet, ze
cauchyovské posloupnosti v (Q, py) jsou pravé ty posloupnosti, které jsou od jistého indexu
konstantni. Takové posloupnosti jsou konvergentni v (Q, pg).

Nasledujici dveé véty ukazuji, ze je jisty vztah mezi uzavienosti a uplnosti mnoziny.

Véta 2.114: Necht (X, p) je metricky prostor a A C X uplnd mnozina. Potom je A uzavfena.

Ditkaz. Piedpokladejme, ze A # (), jinak je tvrzeni trivialni. Nechtf x € A. Potom podle
2. tvrzeni Véty 2.52 existuje posloupnost {x,}5%, v A takov, ze z,, — x. Podle 1. tvrzeni
Lemma 2.107 je konvergentni posloupnost {x,}5°, cauchyovska. A protoze je A Uplna, ma

{zn )5, limitu y € A. Jednoznacnost limity v metrickém prostoru spolu s x,, — =z dava
r=y € A Tedy A = A. O

Véta 2.115: Necht (X, p) je dplny metricky prostora A C X. Je-li A uzavien4, pak je A Gplna.

Ditkaz. Bud {z,,}°° | cauchyovska posloupnost z A. Uplnost (X, p) implikuje, Ze je {x,}>,
konvergentni, tzn. 3x € X a x,, — x. Z uzavfenosti A plyne, Ze limita x € A. Celkem tedy ma
libovolna cauchyovska posloupnost z A limitu v A, a proto je A Gplna. [

Dokazeme si jesté jednu vétu o vztahu kompaktnosti a iplnosti metrického prostoru. Z toho,
co uz vime, snadno vyplyva ze (X, p) kompaktni metricky prostor je dplny. Staci si uvédomit,
ze ze sekvenéni kompaktnosti (X, p), viz Véta 2.90, plyne, ze kazda cauchyovska posloupnost
v (X, p) ma konvergentni podposloupnost a aplikovat tvrzeni 4. Lemma 2.107. Naopak to sa-
moziejmé neplati, jak ilustruje napf. prostor (R, | - |), ktery je uplny, ale ne kompaktni. Ani
dodateény predpoklad omezenosti (X, p) by jesté nestacil. Klicem k opa¢né implikaci je ome-
zenost totalni, viz Lemma 2.92.

Véta 2.116: Metricky prostor (X, p) je kompaktni pravé tehdy, kdyz je (X, p) uplny a totalné
omezeny.

Diikaz. Je-li (X, p) kompaktni, potom z diskuze vyse uz vime, ze je Giplny. Totalni omezenost
kompaktniho prostoru (X, p) plyne ptimo z Véty 2.90 a Lemma 2.92. Je tieba tedy dokéazat
implikaci opacnou.

Predpokladejme, ze (X, p) je Gplny a totalné omezeny. V pomocném tvrzeni nize ukazeme,
ze 7z totalni omezenosti (X, p) plyne, Ze kazda posloupnost v (X, p) ma cauchyovskou podpo-
sloupnost. Uplnost (X, p) implikuje, Ze tato cauchyovska podposloupnost je konvergentni. To
znamena, Ze je prostor (X, p) sekvenéné kompaktni, a tedy i kompaktni, jak vime z Véty 2.90.

Zbyva nam tedy dokazat nasledujici pomocné tvrzeni.
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Lemma 2.117: V totalné omezeném metrickém prostoru (X, p) ma kazda posloupnost cau-
chyovskou podposloupnost.

Ditkaz Lemma 2.117. Necht {x,}> ; je posloupnost v X. Z totalni omezenosti (X, p) plyne, ze
pro libovolné n € N lze X pokryt koneéné mnoha koulemi o poloméru 1/n, jejichz sttedy jsou
v mnoziné, kterou oznacime S,,. Tedy

(Vn € N)(3S,, C X kone¢na ) (X = U By(l/n))

IS

Pro n = 1 musi existovat y; € S takové, Ze koule B,, (1) obsahuje nekone¢né mnoho ¢lent
posloupnosti {x,, }2° ;. Ozna¢me si jejich indexy

A ={neN|z, € B, (1)}

Podobng, je-li n = 2, existuje yo € S takové, ze koule B,,(1/2) obsahuje nekone¢né mnoho
¢lent posloupnosti {x,, },c4, a 0znatme

A2 = {TL c Al | Ty € By2(1/2)}
Vsimnéte si, ze Ay C A;. Timto zpisobem najdeme y; € Sy a nekonené mnoziny
Ay ={ne Ay |z, € By, (1/k)}

pro kazdé k € N (zde je Ay := N). Plati Ay ; C Ag pro kazdé k € N.
Nyni zvolme ostfe rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel {k,, }>° | tak, ze k,, € A,, pro kazdé
n € N. UkaZeme, Ze podposloupnost {zy, }2, je cauchyovska. Pro n,p € N z trojuhelnikové
nerovnosti mame
P(Tk,, xkner) < p(T,s Yn) + p(Yn, xkner)

Protoze k, € Ay, je p(xk,,yn) < 1/n.Podobnézk, ., € A,y, C Ay, plyne p(yn, zy,.,) < 1/n.
Odtud dostavame

( ) < 1 n 1 2

Th,, s -4 —=—,

PRk Thntn) < 00 T 0 T

z ¢ehoz uz jednoduse plyne, Ze posloupnost {xy, }2° | je cauchyovska. [

]

V posledni ¢asti kapitoly o uplnosti si dokazeme Banachovu vétu o pevném bodé kontrahu-
jicitho zobrazeni.

Definice 2.118 (Kontrahujici zobrazeni): Bud (X, p) metricky prostor. Zobrazeni f : (X, p) —
(X, p) nazyvame kontrahujici, pravé kdyz

(3q € [0,1))(Va,y € X) (p(f(x), f(y) < qp(,y)) -

Poznamka: Vsimnéte si, Ze kontrahujici zobrazeni je spojité.
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Véta 2.119 (Banachova o pevném bodé): Necht (X p) je dplny metricky prostora f : (X, p) —
(X, p) kontrahujici zobrazeni. Potom mé f pravé jeden pevny bod, tzn.

(Fiz € X)(f(x) = z).

Diikaz. Nejprve dokazeme existenci pevného bodu f. Zvolme libovolné z, € X a definujme
posloupnost {z,,}°° ; rekurentné podle pfedpisu

Ty = f(zpo1), meN.

Ukazeme, ze {x,, }°°, je cauchyovska.
Protoze pro n € N mame

p($ma7n+1) = p(f(xn—l)a f(xn)) < qp($n—1>xn)a

dokazeme indukci, Ze
p(wm l'nJrl) < qnp(l’o, .1'1).

Potom s vyuzitim trojihelnikové nerovnosti dostaneme pro n,p € N odhad

p

,O(xmxn-i—p < ZP xn+z—17£n+z> < P($071‘1 an-ﬂ ! < p l‘o,xl Zq

=1 =1
n

1—q’

= p(wo,71)

kde jsme vyuzili podstatny pfedpoklad g € [0, 1). Odtud k libovolnému ¢ > 0 najdeme ny € N
tak, aby
0o
l—q
Potom pro kazdé n > ng ap € Nje p(zy,, Tnip) < € atedy {z,,}7°, je cauchyovska.

Prostor (X, p) je Gplny, a proto {x,, }°° ; konverguje k néjakému = € X.ProtoZe je [ spojité,
nebot je kontrahujici, mame také f(x,) — f(x). Nyni sta¢i provést limitni pfechod v rovnici
Zn = f(xy_1) pron — oo a dostaneme rovnost x = f(z). Bod x je tedy pevnym bodem f.

Pro dikaz jednoznacnosti pfedpokladejme, ze existuji x,y € X takové, ze v = f(z)ay =
f(y). Potom

p(xo, 1) < €.

p(z,y) = p(f(x), f(y) < ap(z,y).

Je-li x # y, potom p(x,y) # 0 a posledni nerovnost implikuje ¢ > 1, coZ je ve sporu s piedpo-
kladem. Proto musi byt x = v. O

Banachova véta o pevném bodé ma v matematice mnoho aplikaci. Také idea dtikazu je pro
aplikace podstatna. V§imnéte si, ze z dikazu plyne, Ze ,iniciaénibod® x( 1ze volit zcela libovolné
a presto se iterovanim

f(”)(xo) :\(f ofo---0 fl(l”o)

nkrat
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limitné blizime k pevnému bodu zobrazeni f. Tato jednoducha myslenka se pouziva napf. v ite-
racnich metodach numerické analyzy nebo k dikazu existence a jednoznacnosti feSeni riizno-
rodych uloh (parcialné diferencialni rovnice, integralni rovnice, nelinearni problémy), kdykoliv
muzeme studovany problém formulovat jako rovnost f(x) = « s kontrahujicim zobrazenim f
na iplném prostoru.

Ne vzdy ale pracujeme s kontrahujicim zobrazenim. Dnes existuje fada zobecnéni ¢i roz-
sifeni Banachovy véty o pevném bodé a také dalsi véty implikujici existenci pevného bodu
zobrazeni. Spolu s Banachovou vétou patii mezi nejznaméjsi takové vysledky jesté Brouwerova
véta o pevném bode. Jelikoz je tato véta jednim z nejdilezitéjsich vysledki analyzy a topologie
1. poloviny 20. stoleti, vétu si zde zformulujeme. Nicméné jeji dtikaz je velice netrivialni a zcela
jisté nad ramec tohoto kurzu, a proto jej neuvadime. Lze ho najit napt. v [1].

Véta 2.120 (Brouwerova o pevném bodé): Bud (V||| - ||) normovany koneénédimenzionalni
prostor (nad R) a K' C V neprazdna, kompaktni a konvexni mnozina. Potom kazdé spojité
zobrazeni f : K — K ma pevny bod.

Poznamka: Pripomenme, ze mnozina KX C V je konvexni, pravé kdyz
(Vz,y € K)(VA € [0,1))(Az 4+ (1 = Ny € K).

Pevny bod zobrazeni z Brouwerovy véty nemusi byt jediny. Zobecnéni Brouwerovy véty,
kde je pfedpoklad kone¢né dimenze nahrazen uplnosti (V)| - ||), je zndmé jako Schauderova
véta o pevném bodeé.

2.6 Souvislost
Nakonec se jesté jednou vratime k obecnym topologickym prostoriim a prostudujeme nékteré
vlastnosti tykajici se tzv. souvislosti prostort.

Definice 2.121 (Obojetna mnozina, souvisly prostor): Bud (X, 7) topologicky prostor. Mno-
zina A C X se nazyva obojetnd, je-li soucasné oteviend i uzaviena. Prostor (X, 7) nazveme
souvisly, pravé kdyz jediné obojetné podmnoziny X jsou () a X.

Definice 2.122 (Souvisla mnozina): Bud (X, 7) topologicky prostor. Mnozinu () # A C X na-
zveme souvislou, pravé kdyz (A, 74) je souvisly jakoZzto topologicky podprostor (X, 7). Prazdna
mnozina je souvisla.

Priklad 2.123: Prostor R s obvyklou topologii 7 je souvisly, ale diikaz tohoto tvrzeni uvedeme
pozdéji, viz Lemma 2.128. Mnozina A = [0,1) U (2, 3] neni souvisl, nebot mnoziny [0, 1) a
(2, 3] jsou obojetné v topologii podprostoru (A, 7).

Priklad 2.124: Je-li X mnozina obsahujici alespon 2 prvky a 7, diskrétni topologie na X,
potom (X, 7;) neni souvisly, nebot kazda podmnozina X je obojetna.

Souvislost prostoru lze vyjadrit nékolika alternativnimi zptisoby, viz také Cviceni 2.49.

Lemma 2.125: Bud (X, 7) topologicky prostor. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. (X, 7) neni souvisly,
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2. BA,BeT)(A,B£D)(ANB=0 AN AUB = X),
3. 3A,Becr) (A B#0)(ANnB=0 N AUB=X).

Diikaz. Dokazeme jen ekvivalenci 1. < 2. Pro dukaz ekvivalence 2. < 3. staci pouzit to, ze
doplnék oteviené mnoziny je uzaviena mnozina a naopak.

Piedpokladejme, ze (X, 7) neni souvisly. Potom existuje obojetnd mnozina A C X takova,
ze A # (),ani A # X.Polozme B := X \ A.Potom A € 7 a B € 7, protoze A je také uzaviena.
Ziejmé také AN B =(a AU B = X, ¢imz dostavame tvrzeni 2.

Naopak piedpokladame-li platnost vyroku 2., je mnozina A € T ataké A = X \ B € cr,
protoze B € 7. Tedy A je obojetna. Navic A # a A = X \ B # X, protoze B # (). Z toho
plyne, Ze (X, 7) neni souvisly. O

Véta 2.126: Bud (X, 7) topologicky prostor a A, C X souvislé mnoziny pro kazdé o € I, kde
I # () je indexova mnoZina libovolné mohutnosti. Je-li

Vo, o' € I)(Ay N Ay #0),

potom
U A, je souvisla.

ael

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze mnozina A := U, A, neni souvisla. Podle Lemma 2.125
existuji neprazdné mnoziny B, C oteviené v (A, 74) a takové, ze

BNC=0 a BUC=A.

Potom A, = (A, N B) U (A, N C), kde a € I. Protoze jsou B a C oteviené v (A, 74)
a A, C A, jsoumnoziny A, N B a A,NC oteviené také v topologickém podprostoru (A, 74, ).
Jelikoz je A, souvisla, musi byt alesponi jedna z disjunktnich mnozin A, N B, nebo A, N C
prazdna, jinak bychom dostali spor s tvrzenim 2. Lemma 2.125. Bez Gjmy na obecnosti miizeme
predpokladat, ze A, N C' = (). Potom A, C B. Uvédomte si, ze plati-li inkluze A, C B pro
jedno o € I, musi platit pro vSechna o € I. Kdyby totiz existovaly o, o’ € I tak, ze A, C B
a Ay C C,bylby A, N A, = 0, coz je ve sporu s predpokladem. Mame tedy

A=JA.cB
ael
Odtud ovsem plyne, ze C' = A\ B = (), coz je spor. O

Véta 2.127: Bud (X, 7) topologicky prostor, A C X a A C B C A.Je-li A souvisla, potom je
i B souvisla.

Ditkaz. Vétu staci dokéazat pro specialni ptipad B = A. K tomu si sta¢i uvédomit, ze B je uzavér
A v topologii (B, 75), protoze je B = BN A. Proto uvazujeme-li namisto (X, 7) prostor (B, 75)
a vime-li, Ze uzavér souvislé mnoziny je souvisly, dokazeme souvislost mnoziny B.
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Ve zbytku ditkazu ukazeme, ze A je souvisla za piedpokladu, ze A je souvisla. K tomu opét
pouzijeme Lemma 2.125, tentokrat formulaci z tvrzeni 3. Pro spor predpokladejme, Ze

(3B,C € cr)(B,C#0)(BNC =0 A BUC = A).

Uvédomte si, ze mnozina B je uzaviena v (A, 75), tj. B € cry, pravé kdyz je B uzaviena
v (X,7),t. B € cr.

Z ptedpokladu B # () plyne, 7e existuje néjaké b € B.Protoze B = A\C C X\CaC € cr,
existuje H, C X \ C. Tudiz H, N C = ().

ProtoZe je také b € A, mame H,NA # (). Vezméme néjaké x € H,N A. Protoze H,NC = (),
jex ¢ C,aprotox € AN B. Celkem jsme tedy dokazali, ze AN B # (). Analogickym postupem,
ktery vychazi z predpokladu C' # (), se ukaze, ze také AN C # 0.

Nyni si sta¢i uvédomit, ze neprazdné mnoziny A N B, AN C € c14 tvoii rozklad A, tj.

A=(ANB)U(ANC) a (ANnB)N(ANC)=10.
To je ale spor s tim, ze A je souvisla. [

Uz v kapitole o kompaktnosti jsme si mohli uvédomit, Ze k duikazu dulezitych vét (Heine-
Borel, atd.) bylo dilezitou ingredienci dokéazat kompaktnost uzavieného intervalu. I v této casti
bude podstatné nejprve ukazat, ze interval je souvislou mnozinou v R s obvyklou topologii.
Zanedlouho si ukidZzeme dokonce vic, viz Véta 2.131. Zaéneme tim, Ze si dokaZeme souvislost R.

Lemma 2.128: Prostor R s obvyklou topologii je souvisly.

Ditkaz. Necht A C R je obojetna. Ukazeme, ze je-li A # (), potom musi byt A = R. Presnéji
dokazeme, Ze vezmeme-li libovolné ¢ € R, potom ¢ € A.

Budtedy A # () a zvolme ¢ € R. Pro spor predpokladejme, ze ¢ ¢ A.Protoze A # (), existuje
néjaké a € A. Tedy a # c. Pfredpokladejme, ze a < c. V pfipadé a > ¢ by se postupovalo
analogicky.

Definujme

S={reA|r<c}=AN(-00,c).

Mnozina S # (), protoze a € S. Dale ozna¢me
s:=supS.

Ziejmé s < c.

Protoze ¢ ¢ A, mizeme psat S = AN (—o0, ¢]. Z toho plyne, Ze S je uzavien, nebot A je
uzaviena. A proto s € S = S, z éehoz plyne s < c.

Protoze S je, jako pranik dvou otevienych mnozin A a (—oo,¢), také oteviena a s € S,
existuje € > 0 tak, ze (s — ¢,s + €) C S. Z toho ovsem plyne, Ze napt. prvek s + €/2 € S, coz
je ve sporu s tim, Ze s = sup S. ]

Dalsi véta ukazuje, ze spojity obraz souvislé mnoziny musi byt souvisly.

Véta 2.129: Necht f : (X,7x) — (Y, 7y) je spojité zobrazeni mezi topologickymi prostory
a (X, 7x) je souvisly. Potom f(X) je souvisla mnoZina.
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Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze f(X) neni souvisla. Podle Lemma 2.125 musi existovat
0 # B,C C f(X) oteviené v (f(X), 7sx)) takové, Ze

BNC=0 a BUC=f(X).

Ze spojitosti f plyne, ze mnoziny f~'(B) a f~'(C) jsou oteviené v (X, 7x), viz Véta 2.61.
Skutecné jelikoz B € 7y(x), existuje B € 7y tak, ze B = BN f(X), z ¢ehoz plyne f~}(B) =
f~Y(B) a f~!(B) € 7x diky spojitosti f. Podobné je f~'(C') € 7x. Dale plati:

BN YC)=0 a fUB)USFHC)=X.

Nakonec musi byt také obé mnoziny f~!(B) a f~'(C') neprazdné, protoze B, C' jsou neprazdné
podmnoziny f(X). To je ovSem spor s pfedpokladem souvislosti (X, 7y ) podle Lemma 2.125.
L

Dusledek 2.130: Jsou-li (X, 7x) a (Y, 7v) homeomorfni topologické prostory, potom
(X, 7x) je souvisly < (Y, 7y) je souvisly.

Nyni uz mizeme ukazat, Ze intervaly jsou souvislé podmnoziny R. Dokonce jiné souvislé
podmnoziny nez intervaly v R neexistuji. Ve specialnim piipadé prostoru R s obvyklou topo-
logii mame tedy jednoduchou charakterizaci souvislych mnozin.

Véta 2.131: Mnozina A C R je souvisla, pravé kdyz je A interval.

Poznamka: Poznamenejme, Ze intervalem v R rozumime vSechny mnoziny typu
(a,b), [a,b), (a,b], [a,b],

kde a < b, ataké vsechny jejich (polo)nekonec¢né varianty. Specialné také jednobodova mnozina
je interval.

Ditkaz Veéty 2.131. 1) Pfedpokladejme nejprve, Ze A C R je interval. Ukazeme, Ze A je souvisla.
Je-li A jednobodové, nebo prazdna mnozina, je tvrzeni trivialni. Dale staci uvazovat A ote-
vieny interval, tzn. A = (a,b), kde —0o < a < b < 0. Souvislost vSech ostatnich typt potom
dostaneme aplikaci Véty 2.127.
Prostory (a,b) a R (s obvyklymi topologiemi) jsou homeomorfni. Jeden ptiklad homeomor-
fismu f : (a,b) — R, pokud jsou a, b € R, je funkce

f(z) =tg (7‘(’::2 + g) :

Je-lia € Rab = oo, pak 1ze volit homeomorfismus f : (a,00) — R napf. f(x) = In(z —a) a
podobné pro pfipad a = —oo a b € R (najdéte priklad homeomorfismu). Potom Lemma 2.128
spolu s Dusledkem 2.130 implikuji souvislost intervalu (a, b).

2) Naopak predpokladejme, ze A C R neni interval. Potom existuji z,y € A, x < y a bod
z ¢ Atak, ze v < z < y. Polozme

By :=AN(—00,2) a By:=AN(z +o0).

Potom By, By # ), B1 N By = (), By U By = A a obé mnoziny B; a B; jsou oteviené v podpro-
storu (A, 74). To podle Lemma 2.125 znamena, Ze A neni souvisla. O
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S predpokladem souvislosti mizeme jesté doplnit tvrzeni Véty 2.95.
Véta 2.132: Realna spojita funkce na kompaktnim souvislém topologickém prostoru nabyva
svého minima, maxima i vSech hodnot mezi nimi.

Ditkaz. Je-li f : (X, 7) — R spojita (topologie na R je opét obvykla) a (X, 7) souvisly, potom
podle Vét 2.129 a 2.131 je f(X) interval. Navic protoze je (X, 7) kompaktni, musi byt podle
Vét 2.94 a 2.104 interval f(X) omezeny a uzavieny, z ¢ehoz ihned plyne tvrzeni véty. O

V dal$im si ukazeme, ze kazdy topologicky prostor se rozklada na sjednoceni svych maxi-
malnich souvislych casti - tzv. komponent souvislosti.
Definice 2.133 (Komponenta souvislosti): Bud (X, 7) topologicky prostor. Neprazdna mno-
zina S C X se nazyva komponenta souvislosti prostoru (X, 7), pravé kdyz plati:

1. S je souvisla.

2. Je-li A C X souvislaa A D S, potom S = A.

Priklad 2.134: Nasledujici mnoziny chapeme jako topologické podprostory R s obvyklou to-
pologii. Prostor X = [0, 1)U(1, 2] ma dvé komponenty souvislosti [0, 1) a (1, 2]. Komponentami
souvislosti prostoru Y = U,z [2n, 2n + 1] jsou mnoziny [2n,2n + 1], n € Z.

Piiklad 2.135: Komponentami souvislosti prostoru (X, 74), kde 7, je diskrétni topologie na
mnoziné X # (), jsou pravé vsechny jednobodové mnoziny.

Nasledujici véta shrnuje vlastnosti komponent souvislosti.

Véta 2.136: Bud (X, 7) topologicky prostor. Potom plati:
1. Kazdy bod x € X lezi pravé v jedné komponenté souvislosti (X, 7).
2. Dvé razné komponenty souvislosti (X, 7) jsou disjunktni.
3. Komponenty souvislosti (X, 7) jsou uzaviené mnoziny.
4. Prostor (X, 7) je souvisly, pravé kdyz ma jedinou komponentu souvislosti.

5. Je-li ) # A C X souvisla, potom existuje pravé jedna komponenta souvislosti S takova,

7e ACS.

Ditkaz. 1. Bud z € X. Oznacéme
S={ACX|z€A N Ajesouvisla }.

Potom jisté S # (), nebot {2} € S. Sjednoceni S := US je souvisla mnozina podle Véty 2.126.
Navic je jednoduché ovérit, ze S je komponenta souvislosti obsahujici bod x. Necht také 7" C X
je komponenta souvislosti (X, 7) obsahujici . Potom 7" € S, a proto 7" C S. Z vlastnosti 2.
z definice komponenty souvislosti 7" pak ale plyne, ze T' = S.

2. Je pfimym duasledkem tvrzeni 1.

3. Vyplyva z Véty 2.127 a definice komponenty souvislosti.
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4. Zfejmé.

5.JelikoZ je A # (), mGzeme zvolit a € A.Podle 1. tvrzeni ma (X, 7) komponentu souvislosti
S C X obsahujici a. Mnozina AU S je souvisla podle Véty 2.126. Potom z definice komponenty
souvislosti S plyne, ze AU S = S, neboli A C S. To, ze je mnoZina S uréena jednoznacné,
plyne opét z tvrzeni 1. []

Predchozi véta ma nasledujici dusledek.

Dusledek 2.137: Kazdy topologicky prostor lze napsat jako sjednoceni svych komponent sou-
vislosti, tj. sjednoceni maximalnich souvislych uzavienych mnozin, které jsou po dvou dis-
junktni.

Definice 2.138 (Oblast): Otevfena a souvisla podmnozina topologického prostoru se nazyva
oblast.

Nakonec se jesté seznamime s jednou silnéjsi vlastnosti nez je souvislost, a to tzv. krivkovou
souvislosti.
Definice 2.139 (Ktivka, stopa kiivky): KFivka v topologickém prostoru (X, 7) je spojité zobra-
zeni ¢ : [a,b] — X, kde —00 < a < b < co. Obor hodnot ¢ se nazyva stopa krivky a znadi [)].
Poznamka: Vsimnéte si, Ze stopa kiivky [p] je souvisla mnoZzina, nebot je to spojity obraz
souvislé mnoziny [a, b], viz Véty 2.129 a 2.131.

Definice 2.140 (Kfivkové souvisly prostor, kfivkové souvisla mnozina): Topologicky prostor
(X, 7) nazyvame krivkové souvisly (nebo také drahové souvisly), pravé kdyz kazdé dva body
v X lze spojit kfivkou, tzn.

(Vz,y € X)(Jp kiivkav (X, 7))(z,y € [¢]).

Analogicky mnozinu ) # A C X nazveme kFivkové souvislou, pravé kdyz je (A, 74) kiivkové
souvisly topologicky podprostor (X, 7). Prazdni mnozina je kiivkové souvisla.

Véta 2.141: Kfivkové souvisly topologicky prostor (X, 7) je souvisly.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, Ze (X, 7) je kfivkové souvisly, ale neni souvisly. Potom podle
Lemma 2.125 existuji oteviené a neprazdné mnoziny A, B C X takové,ze ANB =(a AUB =
X. Zvolme a € Aab € B.Jelikoz je (X, 7) je kiivkové souvisly, existuje kiivka ¢ v (X, 7)
spojujici body a a b.

Stopu ¢ lze rozlozit na [¢] = (A N [¢]) U (BN [¢]), kde mnoziny A N [¢] a B N [¢] jsou
oteviené v ([¢], 71, ), neprazdné, nebot a € AN[p]ab € BN|yp|, ataké disjunktni. To je oviem
spor se souvislosti []. O

Intervaly jsou zfejmé kiivkové souvislé mnoziny, a proto podle Véty 2.131 pojmy souvisla
mnozina a kfivkové souvisla mnoZzina znamenaji totéz v prostoru R. Obecné ale implikaci
ve Vété 2.141 nelze obratit, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 2.142 (Topologicka sinusoida): V R? s obvyklou topologii uvazujme mnozinu

S = {(0,0)} U {(:p,sin i) € R?

xe(o,l]},
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Obrazek 5: Topologicka sinusoida.

viz Obrazek 5.
Mnozina S je souvisla. To je vidét napf. z toho, Ze ¢ast

S = {(x,sini) cR*|z ¢ (0,1]}

je spojity obraz souvislého intervalu (0, 1], a tedy je Sy souvisla. Navic Sy C S C Sy, kde

So = {0} x [—1,1]U{<x,sin%> eER?|z € (0,1]}.

Souvislost S potom vyplyva z Véty 2.127.

Na druhou stranu S neni kfivkové souvisla, protoze bod (0, 0) nelze v S spojit kiivkou s
zddnym bodem mnoziny Sy. Pro spor pfedpokladejme, ze existuji a € (0, 1] a spojité zobrazeni
@ : [0,1] — S takové, ze

5(0) = (0,0) a go(l)z(a,siné).

Ozna¢me 7, : R? — R projekci na prvni soufadnici, tj. m;(z,y) = w. Slozené zobrazeni
g:=m op:|[0,1] = R je spojité a spliiuje g(0) = 0 a g(1) = a.

Z Véty 2.132 o mezihodnoté proto pro kazdé x € (0,a) existuje t, € (0,1) takové, ze
g(t;) = x. Protoze ¢(t,) € S a jedinym bodem mnoziny S s prvni soufadnici z > 0 je bod

(02)
x,sin— |,
x

116



musi platit

Dostavame tedy

1
{(m,sin—) €ER*|zc (O,a)} C [¢]
x
Pro k € N polozme
1
T k)2

Pro vSechna dostate¢né velka k je 25, € (0, a) a soucasné sin(1/xy) = 1. Z pfedchozi inkluze
proto plyne, ze (zx,1) € [¢] pro vSechna dostate¢né velka k. Pfitom (z4,1) — (0,1) pro
k — oo. Stopa [¢] je spojitym obrazem kompaktniho intervalu [0, 1], a je tedy kompaktni, a
tudiz uzaviena v R% Z predchozi konvergence proto vyplyva, ze bod

(0,1) € [¢] C S.

To je spor, nebot jedinym bodem mnoziny S s prvni soufadnici rovnou nule je bod (0, 0). Mno-
zina S tedy neni kiivkové souvisla.

Definice 2.143 (Lokalné ktivkové souvisly prostor, lokalné ktivkové souvisla mnozina): To-
pologicky prostor (X, 7) nazveme lokalné krivkoveé souvisly, pravé kdyz ma kazdy jeho bod bazi
krivkoveé souvislych okoli, tj.

VeeX)VU er,zelU)(IVer)(reV CU AV jekiivkové souvisla) .

Mnozina ) # A C X je lokalné kfivkové souvisla, pravé kdyz je (A, 74) lokalné kiivkové
souvisly topologicky prostor. Prazdna mnozina je lokalné kfivkové souvisla.

Ziejmé ktivkové souvisly prostor je také lokalné krivkové souvisly. Naopak to ovsem ne-
plati. Lokalné kfivkové souvisly prostor nemusi byt totiz ani souvisly, uvazte napf. mnozinu
A= (—1,1)\ {0} v R s obvyklou topologii. Ani souvislost neimplikuje lokalné kfivkovou sou-
vislost, jak ukazuje pfiklad topologické sinusoidy, viz Pfiklad 2.142, kde bod (0, 0) nema zadné
krivkové souvislé okoli. Plati ale nasledujici tvrzeni.

Véta 2.144: Je-li (X, 7) souvisly a lokalné kfivkové souvisly topologicky prostor, potom je
(X, 7) ktivkové souvisly.

Diikaz. Bud p € X. Ozna¢me S, mnozinu vsech bodu z X, které 1ze spojit s p kfivkou (tzv.
komponenta kfivkové souvislosti). Ukdzeme, Ze S, je obojetna. Potom, protoze S, # (), nebot
p € Sy, plyne ze souvislosti (X, 7), ze S, = X. Tudiz kazdy bod z X lze spojit s p kiivkou,
a proto také kazdé dva body z X lze spojit kiivkou tranzitivné pres p.

Zbyva tedy dokazat, ze S, je obojetna. Nejprve ukdzeme, Ze S, je oteviend. Bud z € §,.
Potom existuje H, kiivkové souvislé okoli x, protoze (X, 7) je lokalné kiivkové souvisly. Vez-
méme libovolné v € H,. Potom u lze spojit s x kfivkou. Také x Ize spojit s p kiivkou, coz plyne
z toho, ze x € S,. Celkem tedy je mozné u spojit s p kfivkou opét tranzitivné pfes x, a proto
u € S,. Protoze jsme u volili z H, libovolné, je H, C S,.
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Nakonec dokézeme, ze S, je také uzaviena. Bud y € S, a H, kfivkové souvislé okoli y.
Protoze H, N S, # 0, existuje néjaké v € H, N S,. Toto v lze spojit kiivkou jak s y, tak s p,
a proto Ize spojit kfivkou také y a p. Neboliy € 5,, a protoze bylo y voleno libovolné, je S, C .S,,.
Tedy S, = S,. O

Véta 2.144 ma jeden specialni diisledek pro oblasti v normovanych prostorech, ktery se nam
bude pozdéji hodit.

Dusledek 2.145: Je-li (V]| - ||) normovany prostor a A C V oblast, potom je A kiivkové
souvisla. Specialné oblast v R" je kfivkové souvisla mnozina.

Diikaz. Staci ukazat, ze oteviena podmnozina normovaného prostoru je lokalné krivkové sou-
visla. Tvrzeni potom plyne z Véty 2.144.

Necht je tedy A oteviend a neprazdna mnozina v V' (jinak trivialni). Bud x € A. Potom
existuje r > 0 tak, ze B,(r) C A. Protoze je koule B,(r) konvexni, viz Cviceni 2.5, 1ze v ni
kazdé dva body spojit specialni kiivkou, totiz useckou. Z toho plyne, ze A je lokalné kiivkove
souvisla. []

Z toho, co uz nyni vime, si mizeme dokazat specialni pfipad tvrzeni, které predstavuje velmi
silny topologicky vysledek, viz Véta 2.147.

Véta 2.146: Prostory R a R? nejsou homeomorfni.

Diikaz. Predpokladejme naopak, ze R a R? jsou homeomorfni a ozna¢me f : R — R? home-
omorfismus. Z prostoru R vyjméme né&jaky pevné zvoleny bod a € R. Prostor R \ {a} neni
souvisly, protoZe to neni interval, viz Véta 2.131. Na druhou stranu R? \ {f(a)} je souvisly,
protoze je kiivkové souvisly (rozmyslete), viz Véta 2.141. Nakonec si sta¢i uvédomit, ze zobra-
zeni f zzené na R \ {a} je homeomorfismem prostort R \ {a} a R? \ {f(a)}. To je ale spor
s Vétou 2.130. []

Ideu dikazu Véty 2.146 lze jednoduse rozsifit na prostory R a R" s n > 2. Intuitivné lze
ocekavat, zZe ani R™ a R" nebudou homeomorfni, pokud m # n. To je skute¢né pravda, ale da-
kaz tohoto tvrzeni vyZaduje mnohem sofistikovanéjsi metody, konkrétné tzv. Vétu o invarianci
domén v R", kterou dokazal Brouwer v roce 1912 s vyuzitim Véty 2.120. Dikaz muze ¢tenar
najit napt. v [16].

Véta 2.147: Jsou-li m,n € N am # n, potom prostory R a R" nejsou homeomorfni.

Podobné jako ve Vété 2.146 dokazeme, ze [0,1] a [0,1] x [0, 1] nejsou homeomorfni, viz
Cviceni 2.52. Tzn., Ze neexistuje spojita bijekce z [0, 1] na [0, 1] x [0, 1], protoze takové zobrazeni
by uz musel byt homeomorfismus, nebot [0, 1] je kompaktni, viz Cvifeni 2.43.

Jen pro zajimavost poznamenejme na zavér, Ze existuji spojita zobrazeni ¢ : [0, 1] — [0, 1] X
0, 1], ktera jsou surjektivni; tedy kiivky, které zcela vyplni ¢tverec [0, 1] x [0, 1]. Tyto ktivky jsou
definovany jako limity urcitych specifickym zptisobem konstruovanych posloupnosti ktivek
a patfi mezi né napt. Hilbertova nebo Peanova kfivka, viz Obrazky 6 a 7. Z predchoziho odstavce
plyne, ze tyto kiivky nemohou byt v zddném ptipadé injektivni.
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Obréazek 6: Prvnich Sest iteraci konstrukce Hilbertovy krivky.
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Obrazek 7: Prvni ¢tyfi iterace konstrukce Peanovy kfivky.

2.7 Cviceni

Cviceni 2.1: Dokazte, Ze v normovaném prostoru (V, || - ||) plati nerovnost

ezl =iyl < llz =yl
pro vsechny z,y € V. Z této nerovnosti plyne spojitost normy jakozto zobrazeni (V, || - ||) —
R:zw— [z

Cviceni 2.2: Ukazte detailné, Ze zobrazeni || - ||, z Pfikladu 2.2 spliuji vlastnosti z definice
normy. Trojuhelnikovou nerovnost ukazte jen pro specialni ptipady p = 2 a p = oc.

Cviceni* 2.3: Dokazte trojuhelnikovou nerovnost pro || - ||, na C*, je-lip € [1, 00).
(Hint: 1. Vyuzijte homogenity || - ||, a ukaZte, Ze sta¢i dokazat nerovnost

Az + (1 =Nyl, <1, pro |lz[, =1, [lyll, =1 a A €[0,1].
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2. Dokazte nerovnost [\t + (1 — \)s|[” < A[t|P+ (1 —A)|s|? prot,s € Ra X € [0, 1], ktera plyne
z konvexnosti funkce f(t) := |t|?, a aplikujte ji k dikazu nerovnosti z kroku 1.)

Cviceni 2.4: Ukazte, ze pokud je p € (0, 1), zobrazeni || - ||, nespliiuje trojuhelnikovou nerov-
nost.

Cviceni 2.5: Dokazte, ze r-koule B, (r) se sttedem = € V' v normovaném prostoru (V|| - ||) je
konvexni mnozina, tzn. pro Vu,v € B,(r) aVA € [0,1] je Au+ (1 — A)v € B,(r).

Cviceni 2.6: V metrickém prostoru (X, p) mizeme definovat uzavienou kouli o poloméru r >
0 se sttedem © € X vztahem C,(r) := {y € X | p(z,y) < r}. Ukaite, Ze rovnost C,(r) =
B, (r) obecné neplati v metrickém prostoru, ale plati v prostorech normovanych.

(Hint: Uvazujte diskrétni metriku.)

Cviceni 2.7: Ukazte, ze diskrétni topologie 7, je indukovana diskrétni metrikou p,.
Cviceni 2.8: Dokazte Vétu 2.29.
Cviceni 2.9: Dokoncete dikaz Véty 2.31.
Cviceni 2.10: Najdéte ptiklad ilustrujici, ze inkluze A° U B° C (A U B)° muZe byt striktni.
Cviceni 2.11: Dokoncete dukaz Véty 2.34.
Cviceni 2.12: Najdéte ptiklad ilustrujici, Ze inkluze AN B C AN B muzZe byt striktni.
Cviceni 2.13: Ukaite, Ze mezi mnozinami A° a (Z)° neplati ani jedna inkluze.
Cviceni 2.14: Dokazte inkluze 0(AUB) C 0AUOB ad(ANB) C 0AUOB a najdéte priklady
ilustrujici neplatnost opac¢nych inkluzi.
Cviceni 2.15: Uvazujte dvouprvkovou mnozinu X = {a, b} s trividlni topologii 7o a A = {a}.
Uréete A’. Viimnéte si, Ze A’ neni uzaviena.
Cviceni 2.16: Uvazujte topologii na R tvofenou mnozinami {(z,00) | z € R} spolus () a R.
Urcete A°, A a A’ pro jednobodovou mnozinu A = {a} a pro interval A = (a, b).
Cviceni 2.17: Uvazujte topologii 7 na X = R danou systémem lokalnich bazi 5, = {U.(z) |
€ > 0} pro kazdé = € R, kde

Uc(z) :={x} U (—€,¢€).
Nejprve ovéite, ze (X, T) je Ty-prostor. Poté pro A = {0} ukaite, ze A’ = R\ {0} a Zze tato
mnozina neni uzaviena v (X, 7).
Cviceni 2.18: Ukaizte, ze v obecném topologickém prostoru neplati inkluze (A") C A'.
(Hint: Uvazujte téiprvkovou mnozinu X = {a, b, ¢} s trivialni topologii 7¢.)
Cviceni 2.19: Ukazte, ze X = {a, b} s trivialni topologii 7y neni T,-prostor.
Cviceni 2.20: Ukazte, ze X = {a,b} s topologii 7 = {0, {a},{a,b}} je To-prostor, ale neni
T -prostor.
Cviceni 2.21: Ukazte, ze X = R s topologii 74, = {0} U{R\ F' | FF C R konec¢na} je
T -prostor, ale neni 75-prostor.

Cviceni” 2.22: Uvazujte topologii 7 na X = R ur¢enou bazi

f={U CR|U=(a,b)nebo U = (a,b) \ K,a < b}.
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kde K := {1/n | n € N}. Ukazte, ze (X, 7) je Ty-prostor. Dale ukazte, ze K je uzaviena
mnozina v (X, 7) a Ze pro bod x = 0 a mnozinu K neplati axiom oddélitelnosti 75. Tzn., Ze
(X, 7) neni Ts-prostor.

Cviceni** 2.23 (Moorova polorovina s te¢nymi kruhy): Uvazujte polorovinu X = {(x,y) €
R? | y > 0} s topologii 7 uréenou lokalnimi bazemi v kazdém bodé (z,y) € X nasledovné:

« Pro (z,y) € Xsy>0jeUdw,y) = Byle),0 <e<y.
« Pro (2,0) € X je Uc(x) := {(,0)} U Bz (€), € > 0.

Ukazte, ze (X, 7) je Ts-prostor, ale neni Ty-prostor.

Cviceni 2.24: Dokazte, ze topologicky prostor (X, 7) je Hausdorffuv, pravé kdyz pro kazdé
x € X plati:
{z} = ﬂ H,.
Hy

Cviceni” 2.25: Dokazte, ze topologicky prostor (X, 7) je regularni, pravé kdyz
(Vz € X)(VH,)(3H,) (H, C H,) .

Cviceni 2.26: Namnoziné X = Nuvazujte topologiiT = {#}U{{n,n+1,n+2,...} | n € N}.
Rozhodnéte, pro kterd n € N je {n} uzavfena a urcete {n}. Je (X, 1) Ty-prostor, resp. 7;-
prostor?

Cvigeni 2.27: UvaZzujte R? s obvyklou topologii. Spo¢itejte A’ a (A’)’ pro mnoZinu

Cviceni 2.28: Dokoncete dukaz Véty 2.52.

Cviceni 2.29: Necht (X, p) je metricky prostor, A, B C X uzavfené a disjunktni mnoziny. Je
pravda, ze d(A, B) > 0?
Hint: Uvazujte napi. X = R? s euklidovskou metrikou p, a mnoziny

A—Rx{0} a B:{@é) x>0}.

Cviceni 2.30: Dokazte Vétu 2.56.

Cviceni 2.31: Necht (X, p) je metricky prostor a ) # A C X. Dokazte, ze zobrazeni f : X —
R definované vztahem f(x) := d(z, A) = inf{p(z,y) | y € A} je spojité.

Cviceni 2.32: Uvazujme identické zobrazeni f : (R,d) — (R, |-|),tj. f(x) = x, kde d oznatuje
diskrétni metriku. Rozhodnéte o spojitosti f a f~1.

Cviceni 2.33: Uvazujte intervaly (0, 1), [0, 1), (0, 1], [0, 1] jakoZto topologické podprostory R
s obvyklou topologii. Pro kazdou dvojici intervalti rozhodnéte, zda jsou homeomorfni.

(Hint: Pro dvojici [0, 1) a (0, 1] zkoumejte zobrazeni f(z) = 1 — x.)
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Cviceni 2.34: Ukazte, Ze R a interval (a, b) vybavené obvyklou topologii, kde —oco < a < b <
00, jsou homeomorfni topologické prostory.

Cviceni 2.35: UkaZte, Ze otevieny jednotkovy kruh v R? a otevieny étverec (0, 1) x (0, 1) jsou
homeomorfni (jakoZto topologické podprostory R? s obvyklou topologii).

Cviceni 2.36: Uvazujte X = Z s topologii 74, = {0} U{Z \ F | F C Z kone¢na}. Ukaite,
ze libovolna mnozina z (Z, 7;,) je kompaktni, kdezto uzaviené mnoziny jsou jen podmnoziny
konecné.

Cviceni 2.37: Necht (X, 7) je topologicky prostor a A, B C X kompaktni mnoziny. DokaZte,
ze

1. AU B je kompaktni,

2. AN B je kompaktni za pfedpokladu, ze (X, 7) je T»-prostor.

(Hint: V dtkazu 2. tvrzeni pouzijte Véty 2.81 a 2.82.)

Cviceni 2.38: Uvazujte mnozinu X = Z U {—o00, 00} s topologii definovanou nasledovné:

U C X je oteviend <= U C Z, nebo X \ U je koneéna.

Dokazte, ze mnoziny A :=Z U {oco} a B := Z U {—00} jsou kompaktni, ale A N B kompaktni
neni.

Cvi¢eni 2.39: UvaZujte mnozinu X = {0} UN? s topologii 7 uréenou lokalni bazi nasledovné.
Pro (m,n) € N? je Bumn = {(m,n)}, neboli viechny body N? jsou izolované. Systém
okoli 0 tvofi mnoziny

{0} U{(m,n) | m e N\ F,F C Nkone¢na ,n > N,,, N,,, € N}.

Vhodnym o¢islovanim prvka N? definujte posloupnost v (X, 7), jejiz jedinou hromadnou hod-
notou je 0, ale ktera nema zadnou konvergentni podposloupnost.

Cviceni 2.40: Pfimo z definice kompaktnosti dokazte, Ze kompaktni metricky prostor je nutné
omezeny.

Cviceni 2.41: Najdéte priklad metrického prostoru, ktery je omezeny, ale neni totalné ome-
zeny.
(Hint: Uvazujte nekone¢nou mnozinu s diskrétni metrikou.)

Cviceni* 2.42: Uvazujte X = Q jako topologicky podprostor R s obvyklou topologii. Ukazte,
ze mnozina A = QN [0, 1] je uzavien4 a totalné omezen4, avsak neni kompaktni v X.

Cviceni 2.43: Bud f : (X, 7x) — (Y, 7y) spojité, (X, 7x) kompaktni a (Y, 7v) Hausdorffav.
Dokazte, ze

1. je-li A C X uzaviend, potom je f(A) uzaviena,

2. je-li f bijekce, je f homeomorfismus.
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Cviceni 2.44: Ovérte vlastnosti kartézského sou¢inu mnozin:
1. (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BnND),
2. (AxB)U(CxD)C(AUC)x (BUD,).

Na konkrétnim prikladu ukazte, Ze v druhém tvrzeni neplati rovnost.

Cviceni 2.45: Necht Jx a By jsou baze topologickych prostort (X, 7x) a (Y, 7y ). Dokazte, Ze
Bx x Py ={UxV | U € Bx,V € By}

jebaze (X XY, 7x ® 7v)

Cviceni 2.46: Ukazte, Ze produktova topologie na R" (chapano jako kartézsky soucin prostorti
R s obvyklou topologii) a obvykla topologie na R™ jsou totozné.

Cviceni 2.47: Ukazte, Ze Bolzanova-Weierstrassova véta neplati v metrickych prostorech ani
v normovanych prostorech nekone¢né dimenze.

(Hint: a) Uvazujte napf. R s diskrétni metrikou a posloupnost {n}22 ;. b) Uvazujte linearni pro-
stor omezenych posloupnosti s normou ||z|| := sup,cy |#;| a v ném posloupnost {e,, }°° ;, kde
(€n)i := 0;n (Kroneckerovo delta).)

Cviceni 2.48: Ukazte na piikladé, Ze ani predpoklad kompaktnosti, ani predpoklad konvex-
nosti, nelze z Brouwerovy véty o pevném bodé vynechat.

Cviceni 2.49: Dokazte, ze (X, 7) neni souvisly, pravé kdy?z existuji neprazdné mnoziny A, B C
X takové, Ze

ANB=ANB=0 a AUB=X.

Cviceni 2.50: Necht U je oteviena mnozina v R s obvyklou topologii. Dokazte, ze
1. U je spocetné sjednoceni otevienych intervalu,
2. U je spocetné sjednoceni uzavienych intervalu,
3. U je spocetné sjednoceni polootevienych intervald, tj. intervala typu (a, b], nebo [a, b).

(Hint: 1. Pro z € U N Q definujte I, jako sjednoceni otevienych intervalt (a,b) C U obsa-
hujicich x a ukazte, ze I, je otevfeny interval lezici v U. Pro x € U \ Q ukaite, ze existuje
y € UNQtak, ze v € I,. Potom U = U,cpyngl,. 2. Ukazte, Ze kazdy otevieny interval je
spocetnym sjednocenim uzavienych intervald a pouzijte bod 1. 3. Postupujte analogicky jako

v bodé 2.)

Cviceni 2.51: Predpokladejme, Ze v prostoru (X, 7) je ddna mnozina A C X a kfivka ¢, které
spojuje vnitini a vnéjsi bod A, tzn. A° N [p] # 0 a (X \ A)° N [g] # 0. Dokazte, ze ¢ protina
hranici A, tj. A N [p] # 0.

Cviceni 2.52: Dokazte, ze interval [0, 1] a ¢tverec [0, 1] x [0, 1] nejsou homeomorfni.
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3 Funkce vice proménnych

Nasim zakladnim cilem bude zobecnit diferencialni pocet funkci jedné proménné na funkce vice
proménnych. Budeme uvazovat pouze zobrazeni mezi prostory R" a R™, tj. realné vektorové
funkce kone¢né mnoha realnych proménnych, ackoliv nékteré definice a véty je mozné vyslovit
i pro zobrazeni mezi obecnéjsimi prostory bez vétsich zmén. Odtud dale se budeme také drzet
konvence, Ze elementy prostoru R" jsou sloupcové vektory.

3.1 Derivace funkce vice proménnych

Pfipomenime si definici derivace funkce jedné proménné. Necht 2 C R je otevieny interval.
Funkce f : 0 — R je diferencovatelna v bodé a € (), existuje-li kone¢na limita

lim f([[‘) — f(a) —. f/(CL>.
T—a r—a
Cislo f'(a) se nazyvé derivace f v bodé a a geometricky je smérnici te¢ny ke grafu f v bodé
(a, f(a)). Je jasné, Ze tuto definici nelze pouzit pro funkce f : Q2 C R™ — R™, nebot elementy
prostort R™ a R"™ mezi sebou nelze délit.
Definici derivace lze ale ekvivalentné vyjadrit ve tvaru

@) = fla) = (@)@ — )

=0
s Iz — df

za predpokladu, Ze ¢islo f’(a) existuje. Predpis Tz := f’(a)x, kde = € R, definuje linearni
zobrazeni ' : R — R a funkce f je diferencovatelna v bodé a, pokud lze hodnoty funkce
v okoli bodu a ,dobfe aproximovat“ hodnotami afinni funkce z — f(a) + T'(z — a). Totiz tak,
ze zbytek R,(z) := f(x) — f(a) — T'(x — a) klesa k nule rychleji nez |z — a| pro z — a, tj.

lim Fa®) _

va |z —al

Tyto tivahy jsou motivaci pro nasledujici definici. Pfipomenme, Zze mnozinu linearnich zobra-
zeni z R do R™ zna¢ime L(R™, R™).
Definice 3.1 (Diferencovatelna funkce, derivace): Necht m,n € N, ) # Q C R" je oteviena

mnozZina, f : Q@ — R™ aa € €. Rekneme, Ze funkce f je diferencovatelna v bodé a, pokud
existuje 7' € L(R", R™) tak, ze

1o 1) = (@) = T(a = @) e

=a [l — al|gn

=0.

Linearni zobrazeni T nazyvame derivaci f v bodé a a znac¢ime D f(a). Je-li f diferencovatelna
v kazdém bodé mnoziny (2, fikame, ze f je diferencovatelna na (2.
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Poznamka: 1.V Definici 3.1 je || - ||g» néjaka pevné zvolena norma na R" a podobné || - ||gm.
Nicméné z Véty 2.102 vime, ze vSechny normy na R" jsou ekvivalentni, z ¢ehoz jednoduse
vyplyva, Ze ani diferencovatelnost ani derivace na volbé normy na R" resp. R nezavisi (roz-
myslete). Proto dile nebudeme normy indexovat a normou || - || budeme rozumét euklidovskou
normu na R” resp. R™, nebude-li feceno jinak.

2. Derivace D f(a) se nékdy nazyva upind nebo totdlni derivace f v bodé a. Definici 3.1 lze
vyslovit i pro zobrazeni mezi obecnymi normovanymi prostory. V takovém pfipadé se D f(a)
nazyva Fréchetova derivace.

3. Limitu z Definice 3.1 Ize ekvivalentné psat ve tvaru
lfta+h) = f(a) = Th| _

lim

Jim Tl 0.

4. Jesté jedna ekvivalentni formulace diferencovatelnosti je uzite¢na (dokazte jako Cviceni 3.1).
Funkce f je diferencovatelna v a, pravé kdyz existuje ' € L(R", R™), okoli H, bodu a a funkce
€, . H, — R™ tak, ze

(Vo € Ha) (f(2) = fa) + T(z — a) + ea(2) ||z — al]) ,

kde €¢,(z) — 0 pro z — a.

Zduraznéme, Ze derivace D f(a) funkce vice proménnych jiz neni ¢éislo, nybrz linearni zob-
razeni! V dal$im textu budeme porad uvazovat funkce f : 2 C R" — R™ definované na
néjaké neprazdné oteviené mnoziné €2, a proto budeme mlcky otevienost a neprazdnost (2
predpokladat, aniz bychom to explicitné psali. Podobné m, n budou vzdy indexy z mnoziny N.

Je dobré si uvédomit, ze pokud derivace funkce v bodé existuje, je ur¢ena jednoznacné.

Lemma 3.2: Derivace diferencovatelné funkce f : 2 C R"™ — R™ v bodé a € (2 je urCena
jednoznacné.

Ditkaz. Predpokladejme, ze dvé zobrazeni T, S € L(R™, R™) jsou derivace f v bodé a. Potom

existuji funkce e a €l”) definované na okoli pocatku H tak, ze

lim e (h) = lim ¥ (h) = 0
h—0 h—0

fla+h) = fla) + Th+ D (h)|A],
fla+h) = f(a) + Sh+ e (h)||h]

pro vSechna h € Hj. Odectenim rovnic dostaneme pro linearni zobrazeni L := T — S vztah

Lh = ((h) — éD(h)) ]

a

pro vsechna i € H,. Odtud plyne, ze

Lh
flblg(l) Al flblggj (6“ (h) —e (h>) 0-
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Zvolime-li libovolné x € R", z # 0, potom pro ¢t > 0 dostate¢né malé mizeme polozit h := tx
a dostaneme

L(tx) _ 1 tLx Lz

0=lim-—= = = .
=0 (Rl 0 ltxf| otz [l
Tedy Lx = 0 pro vSechna x € R", coZ znamen4, ze L = 0. Neboli 7" = S. ]

Stejné jako v pripadé funkci jedné proménné diferencovatelnost implikuje spojitost. Nez
si toto jednoduché, ale dulezité tvrzeni dokazeme, musime si nejprve vyjasnit pojem norma
linearniho zobrazeni a omezenost linearniho zobrazeni.

Definice 3.3 (Norma linearniho zobrazeni, omezené linearni zobrazeni): Budte (X, | - ||x).
(Y, || - |ly) normované prostory a T € £L(X,Y). Cislo || T|| € [0, oc| definované vztahem

17|} := sup [[Tz|ly

lzllx=1
nazyvame normou linearniho zobrazeni T Je-li | T’|| < oo, nazyvame T' omezené linearni zob-
razeni.

Norma linearniho zobrazeni tedy nemusi byt konecna, viz Cviceni 3.4. Nicméné mnoZina
linearnich zobrazeni s kone¢nou normou je linearni prostor a norma linearniho zobrazeni je
skute¢né normou na tomto prostoru, viz Cviceni 3.2. Norma linearniho zobrazeni zavisi také
na normach || - || x a || - ||y na prostorech X a Y, ackoliv to ve znaceni nezdrraziiujeme.

Lemma 3.4: Necht (X, | - ||x), (Y,]| - ||y) jsou normované prostory a 7" € L(X,Y’). Potom
plati:

1. (Ve e X)(||Tx|ly <||T|||z|x)- (VpFipade, Zejex = 0 a||T|| = oo, klademe 0o - 0 := 0.)
2. T je omezené < T je spojité < 1" je spojité v 0.
3. Je-li dim X < oo, potom je 7' omezeny.

Diikaz. 1. Pro x = 0 plati nerovnost trivialné. Jinak pro libovolné x € X, x # 0, mame

< llzllx sup [[Tully = [lz[lx|[T]]
Y lull x=1

[Tx]ly = [zl

T—*

]l x

2. Dokazeme fetézec implikaci pro 0 # T € L(X,Y). Pro T = 0 je tvrzeni trivialni.
Necht 7" je omezené. Bud z; € X. Potom pro kazdé z € X je

[Tw = Tolly = [|T(x = wo)lly < TNl — ollx-

Jelikoz je ||T'|| < oo, lze k libovolnému € > 0 zvolit ¢islo 0 < § < €/||T’||. S touto volbou pak
pro véechna x € X takova, Ze ||z — z¢||x < 0, plati || Tx — T'zo||y < €. Neboli T je spojité v z.
Protoze x( bylo libovolné, je 1" spojité.

Ztejme, je-li T' spojité, je specialné spojité i v bodé z = 0.
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Predpokladejme nakonec, ze 7" je spojité v 0. Polozime-li v definici spojitosti € = 1, dosta-
neme, ze

(36> 0)(Vx € X, ||z||x < 0)(||Tx||y < 1).

Potom pro libovolné u € X s ||ul]|x = 1 mazeme odhadovat

2 o
iuly = 2|7 (50)

nebot ||du/2||x = 0/2 < 0. Z toho plyne, ze ||T|| < 2/4, a tudiz je T' omezené.
3. Je-li dim X = 0 je tvrzeni trivialni. Pfedpokladejme, ze dim X = n € N a zvolme v X bazi
X = (x1,...,2,). Potom zobrazeni || - ||x 0 : X — [0, 00) definované vztahem

<2
y 0

2,00 := max |27 ()|
€N

je norma v X. ProtoZe je dim X < o0, jsou vSechny normy na X ekvivalentni (Véta 2.102),
a tudiz

(FK > 0)(Ve € X)([lx]x00 < Kl]lx).
Odtud dale dostaneme pro x € X odhad

n n
<zllxoe Y ITally < Kllzllx Y I Tzlly = Cllalix,
=1 i=1

I Tzlly =

i=1

n
<>l @Tailly
Y 1=1

Y

kde jsme oznacili
Ci=KY [Tzl .
i=1
Z nerovnosti | Tz||y < C||z| x, ktera plati pro véechna x € X, plyne, ze ||T|| < C, a tudiz je
T omezené. []

Véta 3.5: Je-li f: ) C R" — R™ diferencovatelna v bodé a € €2, potom je f spojita v bodé a.

Diikaz. Protoze je f : 0 C R" — R™ diferencovatelna v a, plati pro vSsechna x z néjakého
okoli H, rovnost

f(x) = fa) + Df(a)(x — a) + e (2)]lz — af,

kde €,(x) — 0 pro z — a. Posleme-li v posledni rovnosti © — a, jde tfeti ¢len napravo k nule.
Totéz plati i o druhém clenu, nebot z tvrzeni 3. a 1. Lemma 3.4 plyne, Ze

IDf(a)(x = a)ll < |Df(a)l| [l — all
——

<o

pro viechna x € H,. Celkem tedy je lim,_,, f(z) = f(a), neboli f je spojita v a. O
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Dalsi dvé tvrzeni se tykaji pravidel pro derivovani funkeci. Ditkaz prvniho tvrzeni je jednodu-
chou modifikaci dikazu analogické véty pro funkce jedné proménné. Jediny podstatny rozdil je
v tom, Ze misto absolutnich hodnot piseme pfislusné normy. Diikaz je proto pfenechan ¢tenari
jako cviceni.

Véta 3.6: Necht f,g: Q2 C R" — R jsou diferencovatelné v bodé a € (2. Potom plati:

1. Pro c € R je funkce f + cg diferencovatelna v a a plati
D(f +¢g)(a) = Df(a) + cDy(a).
2. Je-lim =1, je soucin fg diferencovatelna funkce v a a plati
D(fg)(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dy(a).
3. Je-lim = 1ag(a) # 0, je podil f/g diferencovatelna funkce v a a plati

I\ () = 9@Df(a) = f(a) Dg(a)
b <g> (@ 9%(a) '

Diikaz. Provedte jako Cviceni 3.5. O

Tvrzeni nasledujici véty o derivaci slozené funkce se nékdy nazyva retézové pravidlo (chain
rule), viz také Dusledek 3.19.

Véta 3.7 (Derivace slozené funkce): Necht 2 C R" je oteviena, f : 2 — R™ag: U — RP,
kde U C R™ je oteviena takova, ze f(2) C U. Je-li f diferencovatelnad v bodé a € Q a g
diferencovatelnd v f(a), potom je slozena funkce g o f diferencovatelna v a a plati

D(ge f)(a) = Dg(f(a)) Df(a).
Ditkaz. Oznaéme b := f(a). Z ptedpokladu diferencovatelnosti funkei f a g plyne, ze

f(x) = fla) + Df(a)(x —a) + ex(2)]|lz — a
pro x z néjakého okoli H, bodu a a podobné

9(y) = g(b) + Dg(b)(y — b) + ea(y)lly — 0|

pro y z néjakého okoli H, bodu b, kde €;(x) — 0 pro x — a a €3(y) — 0 pro y — b. Jelikoz je
f spojita v bodé a, viz Véta 3.5, mizeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze f(H,) C H,.
Polozime-li nyni y = f(x) a vyuzZijeme-li obou pfedchozich rovnic, dostaneme

)+ Dy(f(a)) (Df(a)(z — a) + & (z)|z — al])

(@) [[Df(a)(z = a) + ex(2) ||z — ol |

(@) + Dg(f a))Df( )(96 —a) + |z = al|Dg(f(a))ei (z)
(f(x)

—1—61( )

[ = a
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pro viechna x € H, \ {a}. Neboli
9(f(x)) = 9(f(a)) + Dg(f(a))Df(a)(x — a) + e(x)|z — al|,

pro véechna x € H, \ {a}, kde jsme ozna¢ili

r—a

+ e1(x)

6@ﬂﬁ=Dﬁwaq@ﬂ+eﬂf@»HDfW)

|l = all

Duikaz tvrzeni bude kompletni, ukazeme-li, ze €(x) — 0 pro x — a. K tomu staci vyuzit
omezenosti derivaci jakoZto linearnich zobrazeni, viz Lemma 3.4, a trojihelnikové nerovnosti,
odkud plyne, ze

le() ]l < [[Dg(f(a)Hlex ()]l + [le2(f @D (D F (@) + [lex (@)]])

pro viechna = € H, \ {a}. JelikoZ ||¢;(z)|| — O pro x — a a vzhledem ke spojitosti f v a také
le2(f(2))|| — 0 pro z — a, vidime, ze skute¢né

lime(z) = 0.

T—ra

3.2 Parcialni a smérové derivace

Nyni se budeme chvili zabyvat pouze skalarnimi funkcemi f : 2 C R" — R definovanymi
na oteviené mnoziné ) a diferencovatelnymi v bodé a € Q2. V tomto pfipadé je D f(a) linearni
funkcional na R", tj. Df(a) € L(R™ R). Z Rieszovy véty vyplyva, ze existuje pravé jeden
vektor w € R" takovy, Ze pro vSechna x € R" plati

w'r = Df(a)z, (18)

nebot w'x = (w, ) a (-, ) znaéi euklidovsky skalarni sou¢in na R".
Definice 3.8 (Gradient): Bud f : Q C R” — R diferencovatelna v a € €. Radkovy vektor w’
splfiujici (18) pro kazdé x € R™ nazyvame gradient funkce f v bodé a a znatime V f(a).

Tedy pro funkci f : Q@ C R" — R diferencovatelnou v bodé a € {2 miZeme psat:

f(x) = fla) + V(a)(z = a) + e[|z — af
pro x z néjakého okoli H,, kde ¢,(x) — 0 pro z — a. Nasim cilem bude najit vhodné explicitni
vyjadfeni pro gradient f.
Definice 3.9 (Smér, smérova derivace): Libovolny nenulovy vektor v € R"™ nazyvame smér

vR™. Bud f: Q CR" — R,v € R"\ {0} aa € (. Existuje-li kone¢na limita

i fat ) = f(a)

t—0 t

= va(CZ)?

nazyvame ji (smeérova) derivace f ve sméruv a v bodé a.
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Vsimnéte si, ze funkce g(t) := f(a + tv), ktera je zdzenim funkce f na pfimku ¢t — a + tv
prochézejici bodem a se smérnici v, spliuje

9 —9(0) | flatt) — f(a)
t

t—0 t t—0

g (0) = =: D, f(a).

Proto smérovéa derivace D, f(a) udava ,miru zmény“ f ve sméru v na okoli bodu a.

Véta 3.10: Necht f : 2 C R" — R je diferencovatelna v bodé a € (). Potom pro kazdy smeér
v € R™\ {0} existuje smérova derivace D, f(a) a plati:

Dy f(a) = Vf(a)v.

Diikaz. Z diferencovatelnosti f v bodé a mame

f(x) = fla) + V[(a)(x —a) + ealz)]|z — af

pro x € H,, kde H, je okoli a a ¢,(x) — 0 pro x — a. Polozime-liz = a + tv prot € R
dostatecné malé, aby a + tv € H,, dostaneme z posledni rovnosti

fla+tv) = f(a) +tVf(a)v + eala + to)[t]|[v]],

neboli
fla+tv) — f(a)
t
Jelikoz vyraz napravo jde k nule pro ¢ — 0, mame

i fat ) = (@)

t—0 t

—Vf(a)v| = |e.(a+tv)]||v].

= Vf(a)v,
coz implikuje tvrzeni véty. O

Dusledek 3.11: Necht f : Q C R" — R je diferencovatelna v bodé a € Q, u,v € R"\ {0} a
¢ € R tak, ze u + cv # 0. Potom

Dyyevf(a) = Duf(a) + D, f(a).

Jesté jeden dasledek Véty 3.10 stoji za pozornost, nebot ukazuje jeden geometricky vy-
znam gradientu. Z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti plyne, Ze

1Dy f(a)] = [V f(a)o] < [[VF(a)llllv]

a rovnost nastava, pokud je v skalarnim nasobkem V f(a). Odtud a z Véty 3.10 vidime, Ze mezi
vemi vektory v se zafixovanou normou rovnou ||V f(a)|| je hodnota smérové derivace D, f(a)
maximalni pro v = V f(a) a minimalni pro v = —V f(a), pokud V f(a) # 0. To lze slovy inter-
pretovat tak, ze gradient V f(a) udava smér, v némz funkéni hodnoty f nejvice rostou (,kudy je
to po grafu funkce f nejvice do kopce, vyrazime-li z bodu a*). Podobné vektor —V f(a) udava
smér, v némz funkéni hodnoty f nejvice klesaji.

Vezmeme-li v definici smérové derivace za smér specialné vektory standardni baze e;, 1 € n,
prostoru R™ dostaneme se k tzv. derivaci parcialni.
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Definice 3.12 (Parcialni derivace): Bud f : ) C R" — R, 7 € n a a € (. Existuje-li kone¢na

limita
L flatte) ~ fla) _ of
t—0 t ox;

(a) = 0w, f(a) = 0if (a),

kde e; je i-ty vektor standardni baze R", nazyvame ji parcialni derivace | podle i-té proménné
v bodé a.
Poznamka: Vsimnéte si, Ze definice parcialni derivace f podle i-té proménné v bodé a splyva
s obvyklou derivaci funkce jedné proménné g; : Q; - R :s— f(ay,...,a;-1,8,0i41,.-.,0,),
kde

Q;={seR|(a,...,a;-1,8,6i11,...,a,) € Q},

tj. funkce, kterou ziskame z f zafixovanim vsech proménnych kromé ¢-té na okoli a, protoze

(a) = lim fla+te) — fla) lim

ox; t—0 t t—0

gi(a; +1) — gi(a;)

= g;(a;).

Je ziejmé, Ze parcialni derivace je specialnim pfipadem derivace smérové, nebot 9, f(a) =
D, f(a). Polozime-li v = e; ve Vété 3.10, zjistime, Ze J,,f(a) je i-tou soufadnici gradientu
V f(a). Dostavame tak dualezité pozorovani, ze pro f : Q& C R” — R diferencovatelnou v bodé

a € () plati:
0 0
V() = (8—f<>af (a)) .

Navic, protoze Df(a)r = V f(a)x pro kazdé x € R", je vektor V f(a) soucasné matici
zobrazeni D f(a) € L(R",R) vzhledem ke standardnim bazim. Pfipomenme, Ze mezi linearnim
zobrazenim A € L(R",R™) a jeho matici vzhledem k bazim X' = (z1,...2,)aY = (Y1,-- - Ym)
prostortt R™ a R™ plati vztah

(XAy)jyi = y;# (sz)

pro vSechna i € n a j € m. Vyjadfeni matice derivace D f(a) vzhledem ke standardnim bazim
pomoci derivaci parcialnich neni specialni vlastnosti skalarnich funkci, ale plati obecné i pro
funkce vektorové.

Véta 3.13: Necht f : O C R" — R™ je diferencovatelna v bodé a € (). Ozna¢me komponenty
f={(f1,-.., fm). Potom pro kazdé i € n a j € m existuje 0,, f; v bodé a a plati:

gm fl (a) gxzfl(&) cee gxnfl (CL)
£n(Df(a)>8m _ 11{2<a) :vzjj?(a) mnf2(a)
Oy fm(@) Opyfrn(a) ... 0w, fm(a)

Poznamka: Je obvyklé ztotoznit linearni zobrazeni z L(R™, R™) a jejich matice z R™" vzhle-
dem ke standardnim bazim. I my odtud dale ztotoznime Df(a) a £ (Df(a))" a budeme
jednoduse psat D f(a) v obou pfipadech. To, zda D f(a) pfedstavuje linearni zobrazeni, ¢i jeho
matici vzhledem ke standardnim bazim, bude vzdy jasné z kontextu.
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Diikaz Véty 3.13. Nejprve siuvédomime, Ze konvergence v obvyklé topologii R" je ekvivalentni
konvergenci v jednotlivych slozkach, tj.

limo() =c & (¥ m) (lmo;@) =)
kde ¢ : R" — R™, a € R" ac € R™. Skutec¢né vzhledem k ekvivalenci norem na R, viz
Véta 2.66, je ¢(x) — ¢ pro x — a, pravé kdyz

s 10(2) = el = i mare165(@) — 61 =0,

z ¢ehoz tvrzeni uz pfimo vyplyva. Tento fakt budeme ¢asto pouzivat.
Vratme se k diikazu véty. Pfedpoklad diferencovatelnosti f v bodé a lze psat jako limitu

|f(a+h) — fa) = Df(a)h] _

1 :
s ol !
Odtud ve slozkach pro libovolné j € m dostaneme
|fila+h) = fi(a) = (Df(a)h); |
lim = 0.
h—0 1Al

Polozime-li h = te;, kde ¢ € n at € R dostatecné malé, vyplyva z predchozi rovnosti, ze

|fila +te;) = fi(a) =t (Df(a)es); |

10 [tlle:l

=0.

Neboli
i | fila +tei) = fi(a) (

t—0 t

Df(a))j,i =0,

kde (Df(a)),; = (Df(a)e;); znadi (j,1)-ty element matice * (Df(a))®". Zjistili jsme tedy, ze
0y, fj(a) existuje a plati pro ni rovnost

9f;

() = (DS (@),

Definice 3.14 (Jacobiho matice zobrazeni, jakobian): Matici

O, fi(a) O, fi(a) ... Ou,fi(a)
o) | Pule) Ofte) L 0
Oy, ..., x) " : : ' :

O forl@) Ouafonl@) .. Doy finla)

nazyvame Jacobiho matici zobrazeni f : ) C R" — R™ v bodé a za predpokladu, ze parcialni
derivace 0,, f;(a) existuji pro véechna i € na j € m. Pokud je m = n, nazyvame determinant
Jacobiho matice f jakobian f.
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Tedy matici derivace diferencovatelného zobrazeni f : 2 C R" — R™ v bodé a € ()
(vzhledem ke standardnim bazim) je jeho Jacobiho matice

_ a(fla--~7fm) a
B a(xl,...,xn)< )

Jacobiho matice f je ovSem definovana, existuji-li vSechny parcialni derivace f, které tvoii
elementy této matice. Nabizi se tedy otazka, zda existence vsech parcialnich derivaci 9,, f;(a)
proi € naj € mimplikuje diferencovatelnost f v bodé a. Nasledujici priklad ukazuje, ze tomu
tak neni. Zesilime-li ovSem predpoklad tak, Ze budeme pozadovat existenci vSech parcialnich
derivaci f na néjakém okoli a a jejich spojitost v a, bude jiz diferencovatelnost f v bodé a
zarucena, viz Véta 3.16.

Priklad 3.15: Mé&jme funkci f : R? — R definovanou vztahem

Df(a)

0, pokud z = 0 nebo y = 0,
fz,y) = {

1, jinak.
Fotom 0 t,0 0,0 0
—f(0,0):hmf(’ i A CIL) N T
or t—0 t t—0 ¢

Podobné vyjde 9, f(0,0) = 0. Avsak funkce f neni v bodé (0, 0) spojita (ovéite), a proto podle
Véty 3.5 nemuze byt f ani diferencovatelna v (0, 0). Tento fakt je dasledkem toho, ze parcidlni
derivace funkce zaviseji jen na chovani funkce ve smérech kartézskych os (tj. vektora stan-
dardni baze) v okoli a, kdezto derivace f zohledniuje chovani f na celém okoli a. Ani existence
vSech smérovych derivaci neimplikuje diferencovatelnost, jak ukazuje Cviceni 3.9.

Véta 3.16: Necht f : 2 C R” — R™ aa € Q. Existuji-li parcialni derivace d,, f; na okoli a
a jsou spojité v a pro vsechna ¢ € n a j € m, potom je f diferencovatelné v a.

Diikaz. Ma-li derivace f v bodé a existovat, musi byt dana Jacobiho matici f v a. Chceme

dokazat, Ze
1f(z) — fla) = T(z — a)

lim =0.
==a [ — a
kde jsme oznacili
a(fh .- 7fm)
T .= ———(a).
0Ty, ..., Tn) (a)
K tomu staci ukazat konvergenci v jednotlivych slozkach
o (@) = fila) = (T — a)); |
im = 0.

©a [ = all
pro vSechna j € m (viz zacatek dikazu Véty 3.13). Odtud plyne, ze vétu staci dokazat pro
specialni pfipad m = 1, tj. pro skalarni funkci f : 2 C R®™ — R bez Gjmy na obecnosti.
Chceme tedy ukazat, ze

o @) = (@) = V(@)@ ~ a)

©a [ = af

=0.

134



Necht B, oznacuje néjakou kouli se stfedem v a polomérem dostate¢né malym, aby na
ni existovaly vSechny parcialni derivace 0,, f, i € n. Nejprve si pro x € B, zapiSeme rozdil
f(z) — f(a) nasledujicim zptasobem:

n

f(z) = fla) = Z (f(v;) — f(vis)), (19)

kde vo = a, v; = (z1,...,%;,Git1,-..,a,) Proi € n — 1 a v, = x. Funkce

gl(t) = f(l'l, . ,:Ei,l,t,aiﬂ, . ,an)

zobrazuje uzavieny interval s koncovymibody a; a z; do R, je na ném spojita a diferencovatelna
na jeho vnitrku, nebot

of
g:(t) = a$ (ZL‘l, e ,xi_l,t,aiﬂ, ceey C(,n)

a parcialni derivace vpravo existuji podle predpokladi. Zde je tfeba si uvédomit, ze
(xla ey L1, t? Qig1y--- 7an> € Ba

pro kazdé t z uzavieného intervalu s koncovymi body a; a x; a i € n (ovéfte). Mizeme proto
na g; aplikovat Lagrangeovu vétu o pfirastku. Piihlédneme-li jesté k tomu, ze g;(z;) = f(v;)
a g;(a;) = f(vi_1), dostaneme

f(’UZ) — f(vi—l) = (.TZ — ai)a—f(:vl, ey L1, 51', Ait1y - - - ,an), (20)

8ZEZ‘
kde &; lezi uvnitf intervalu s koncovymi body a; a x;.
Ozna¢me u; := (21, ...,%;i-1,&, Git1, - - -, Ay ). Potom vyuZijeme-li rovnic (19), (20) a nerov-
nosti |z; — a;| < ||x — al|, ktera plati pro euklidovskou normu, dostaneme

() = fla) = 320 Ou, fla) (@i — ai)] _ 1305 [0, f (ui) — O, f(a)] (i — as)]
|z — al] |z — al

“lof | of
o) - 3|

<

i=1

Posledni vyraz jde k 0, pokud x — a, nebot w; — a pro x — a a funkce 0,, f jsou spojité v a
pro vSechna ¢ € n podle pfedpokladu. Odtud plyne rovnost

o @) = £(@) = V(@)@ — a)

=—a [ = o

=0,

coz jsme chtéli dokazat. O

Nasledujici priklad ukazuje, Ze kritérium diferencovatelnosti z Véty 3.16 je pouze postacujici
podminka.
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Priklad 3.17: Vysetiime diferencovatelnost funkce f : R? — R definované vztahem

22 + y?) sin ———, je-li (z, 0,0),
0, je-li (z,y) = (0,0).

V bodech (z,y) # (0,0) spocitame parcialni derivace f pfimym vypoctem:

6f( ) = 20 1 x 1
——(x,y) = 2z sin - cos :
Ox N /22 1 42
of 1 Y 1

O0S

—(z,y) = 2ysin — ¢ .
oy A L e
JelikoZ jsou obé funkce 0, f a d, f spojité na R? \ {(0,0)}, je podle Véty 3.16 funkce f diferen-
covatelna na R? \ {(0,0)}.

Pro bod (z,y) = (0,0) mame

t,0) — 1
a—f((), 0) = lim /(£,0) = /(0,0) = lim¢sin — =0
oz t—0 t t—0 ‘t|
a podobné je také 0,f(0,0) = 0. Nicméné zuzime-li 0, f na osu z, dostaneme pro x # 0
z predchoziho vypoctu
af 1 x 1
——(x,0) = 2xsin — — — coS —.
O -z f]

Tato funkce nema limitu pro x — 0, a proto parcialni derivace 0, f neni v bodé (0, 0) spojita.
Stejny zavér dostaneme i pro J, f. UkaZeme nicméné, ze f je diferencovatelna i v bodé (0, 0),
ackoliv v tomto pfipadé nemuzeme pouzit Vétu 3.16. K tomu staci ukazat, ze funkce

o) o L) = 1(0.0) = 040,002~ 0,1(0.00y __f(z.)
o exl] N

jde k 0 pro (x,y) — (0,0). To je ovSem pravda, nebot pro (z,y) # (0,0) plati odhad

!f(:c,y)| 2 2
—\/m SVt + Yt

Priklad 3.18: Vysetfime diferencovatelnost funkce

\/Q;yTyQ7 je_h (37, y) 7& (07 0)7

fla,y) =
(,9) {07 je-li (z,y) = (0,0).

V bodech mnoziny R? \ {(0,0)} je f diferencovatelna, nebot podobné jako v predchozim pii-
kladé obé parcialni derivace

3f(x -y z?y
oV T JE L (@A
of x xy?




existuji a jsou spojité na R? \ {(0,0)}. Snadno také spocitame, Ze

8f f(t’ 0) - f(07 O)

ox ( ) 11—{% t =0 8_y t—0 t

Muzeme se analogickym zplisobem jako v predchozi uloze také presvédcit, Ze ani nyni
nejsou funkce 0, f a 0, f spojité v bodé (0,0). Z toho nemizeme udélat zadny zavér o dife-
rencovatelnosti f v poc¢atku a musime opét analyzovat funkci

L f(l‘7y) — f(07 0) — 3g;f<0, O)‘T - 8yf<0’ O>y - Ty
fly) = e gl

kde (z,y) # (0,0). Funkce f je diferencovatelna v po¢atku, pravé kdyz e(z, y) — Opro (x,y) —
(0, 0). To ale neplati, nebot

, Va #0,

a proto f neni diferencovatelna v bodé (0, 0). VSimnéte si ale, Ze f je spojita v bodé (0, 0). To
vyplyva z definice spojitosti a odhadu

Ty 1
fay)l =2 < Lmre
Vaz+yr o 2

Véta 3.13 umoziuje vyjadrit fetézové pravidlo z Véty 3.7 pomoci parcialnich derivaci, nebot
za predpokladii Véty 3.7 dostaneme pifechodem k maticim vztah

angl(f(a)) cee aymgl(f<a)) axlfl(a> oo axnfl(a)
D(go f)(a) = : : : : : ,
Oy 9p(f(a)) ... 0y.095(f(a)) Opy fm(a) ... Oy, fm(a)

ktery lze ekvivalentné také napsat ve tvaru

d((go fli,---s(gof)p) 9(g1,---,9) " _8(f1,...,fm) "
Oy, ..., 2y) 8(y1,...,ym)(f< ) 8($1,...,xn)( )

€(z,x) =

N —

(a) =

Srovname-li (k,7)-té elementy matic na obou stranach, dostaneme néasledujici dusledek.

Disledek 3.19 (Retézové pravidlo): Za predpokladi Véty 3.7 plati:

(g o fk 3gk 3fg
&vz Z 8y] 8x1< @)

prokazdéi € nak € p.
Dva specialni pfipady se objevuji ¢astéji. Prvni je pfipad skalarni funkce g : U C R™ — R.

tj. p = 1. Potom
(g = g (9fj o
8@ ; oy, (g, (@) i€
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V druhém jesté specialnéjsim pripadé skladame skalarni funkci f : U C R™ — R s vekto-
rovou funkeci jedné proménné ¢ : 2 C R — R". V takovém pripadé je f o ¢ skalarni funkce
jedné realné proménné, pro jejiz derivaci dostavame

(0 0)(1) = 3 L (0()6l(0) = V(616 (0

kde jsme pro tentokrat pouzili znaceni ¢/ (t) = Do(t) = (¢, (t), ..., ¢ ().

Vektorova funkce ¢, je-li spojita, je kfivkou v R"”. Je-li navic diferencovatelna v néjakém
bodé ¢, predstavuje vektor ¢'(t) tecny vektor ke kiivce ¢ v bodé t. Fyzikalni interpretace stopy
ktivky ¢ muZze byt trajektorie, po které se pohybuje ¢astice. Vektor ¢'(¢) je potom vektor rych-
losti ¢astice v Case t (velocity) a euklidovska norma ||¢/(¢)|| je rychlost ¢astice v ¢ (speed).

Déle se podivame na vztah gradientu funkce f : 2 C R" — R a tzv. vrstevnic funkce f,
tj. mnozin S, := {x € Q| f(x) = ¢}, kde ¢ € R. Pfedpokladejme, ze f je diferencovatelna
v a € ). Potom lze stru¢né fict, Ze gradient V f(a) je kolmy na vrstevnici S(,). Pfesny smysl
predchozi véty je nasledujici: je-li ¢ libovolna krivka s hodnotami v Sy, definovana na okoli 0,
diferencovatelna v 0 a ¢(0) = a, potom je V f(a) kolmy na tecny vektor ¢'(0). Skute¢né podle
fetézového pravidla je

Vf(a)¢'(0) = (f o ¢)'(0) =0.
Nulovost derivace f o ¢ plyne z toho, Ze f o ¢ je konstantni funkce, nebot podle predpokladu
f(é(t)) = f(a) pro vsechna t z okoli 0. Je-li V f(a) # 0, jsou viechny te¢né vektory v a ke
kfivkam z vrstevnice Sy(,) kolmé na V f(a), a tedy lezi v podprostoru (V f(a))*. Odpovidajici
nadrovina prochazejici bodem a je uréena rovnici

Vf(a)(x —a)=0.

Tyto uvahy nas motivuji k nasledujici definici.

Definice 3.20 (Te¢na nadrovina k vrstevnici, teény prostor): Necht f : 2 C R” — R je
diferencovatelna funkce v a € 2. Pokud V f(a) # 0, nazyvame mnoZzinu

{zr eR*[Vf(a)(z —a) =0}

tecnou nadrovinou k vrstevnici Sy(q) v bodé a. Zaméreni tecné nadroviny, tj. ortogonalni doplnék
k V f(a) nazyvame tec¢ny prostor k Sy(q) v bodé a a znacime T;,(S(q)).

Priklad 3.21 (Te¢na nadrovina ke grafu funkce): Necht f : 2 C R" — R je diferencovatelna
funkce v a € Q. Jeji graf {(z, f(x)) € R™™ | x € Q} miZeme chapat také jako vrstevnici
S :={(z,y) € QxR | F(z,y) = 0} funkce F(x,y) := f(x) —y. Bud a € Q2. Protoze

VF(z,y) = (g—i(;c),...,;i(@,q)

1ze rovnici te¢né nadroviny k S v (a, f(a))
VF(a, f(a))[(z,y) — (a, f(a))] =0
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vyjadrit jako rovnici

y = fla)+Vf(a)(z —a),
kterou nazyvame rovnice te¢né nadroviny ke grafu funkce f v bodé (a, f(a)). Rozepiseme-li jesté
posledni rovnici, dostaneme

Ve specialnim pifipadé funkce jedné proménné (n = 1), je rovnice te¢né nadroviny ke grafu
f vbodé (z¢, f(xp)) zndma rovnice tetné piimky

y = f(xo) + f'(wo)(z — mo).
V pripadé funkce dvou proménnych (n = 2) ma rovnice tecné (nad)roviny ke grafu f v bodé
(20, Yo, f (w0, yo)) tvar
0 0
z = f(zo,90) + a—i(%,yo) (x — 20) + 6_5(%’%) (v — %) -

Vsimnéte si dimenzionalni rozdilu u pojmi te¢na nadrovina k vrstevnici funkce v bodé
a teCna nadrovina ke grafu funkce v bodé. Te¢na nadrovina k vrstevnici funkce f v bodé a je
linearni varieta v R” dimenze n — 1, pokud V f(a) # 0, kdeZzto tetna nadrovina ke grafu funkce
f vbodé (a, f(a)) je linearni varieta v R"*! dimenze n.

Priklad 3.22: Uvazujme funkci

floy,. . my) = ||z|| = /22 + - + 22.
Proa € R™\ {0} je

0 i i .

—f(a): ¢ :a, Vi € n.

O alt---+a2 |l

Odtud mame

Vi@ -0 = 3 @) - a) = T~ .

T
TudiZ te¢na nadrovina k vrstevnici Sy(q) v a je dana rovnici

a'z = ||a]?
a te¢na nadrovina ke grafu f v (a, f(a)) je dana rovnici
T

a T

Y=
lal

V bodé a = 0 neni f diferencovatelna, nebot neexistuji ani parcialni derivace f v 0, coz
vyplyva z toho, Ze neexistuje limita funkce

f(O+te;) — £(0) _ [t

t t
prot — 0.
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3.3 Véta o prirastku

Uz jsme nékolikrat pouzili Lagrangeovu vétu o prirtstku pro funkei jedné proménné. Nyni si
vétu zobecnime na funkce vice proménnych.

Véta 3.23 (O prirtstku): Necht f : Q@ C R® — R je diferencovatelna funkce na oteviené
a konvexni mnoziné €. Jsou-li a, b € €2, potom existuje ¢ na Gsecce spojujici body a a b tak, ze

fb) = fla) =V f(c)(b - a).
Ditkaz. Oznaéme ¢ : [0, 1] — R kfivku, jejiz stopou je usecka spojujici a a b, tj.
o(t)=a+tb—a), tel0,1].

Potom funkce jedné proménné g := f o ¢ je spojita na [0, 1] a diferencovatelna na (0, 1) podle
Véty 3.7. Miizeme proto na g aplikovat Lagrangeovu vétu o pririistku, podle které existuje ¢y €
(0,1) tak, ze
9(1) = 9(0) = ¢'(to).
Tuto rovnost lze piepsat s pouzitim fetézového pravidla do tvaru
f(b) = f(a) = Vf((to)) (b — a).

Nyni staci oznacit ¢ := ¢(to) a dostavame tvrzeni véty. O

Dusledek 3.24: Necht f : Q@ C R" — R je diferencovatelna na €2. Necht dale K C (2 je
konvexni mnozina a (IM > 0)(Vz € K)(||V f(x)|| < M). Potom

() = fy)l < Mljz =y
pro vSechna z,y € K.
Diikaz. Staci pouzit Vétu 3.23 a Cauchyho-Schwarzovu nerovnost. O

Na tomto misté je dobré upozornit, Ze Vétu o priraistku nelze zobecnit na vektorové funkce
f:QCR"— R™ kde m > 2. To znamena, ze pro vektorovou funkci f diferencovatelnou na
konvexni mnoziné () neplati

f() = fla) = Df(e)(b - a)

pro néjaka a, b, c € (), jak by ¢lovék mohl ¢ekat v analogii s Lagrangeovou vétou o pfirastku
funkce jedné proménné. Tento fakt ilustruje nasledujici pfiklad.

Priklad 3.25: Uvazujme funkci f : R — R? definovanou predpisem

2
ro=(5).
Zkoumejme, zda pro néjaké c € R plati
f(1) = f(0) = Df(e)(1 - 0),
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coz je ekvivalentni rovnosti
1y [ 2c
1) \32)°
Z4dné c € R ovsem nevyhovuje souc¢asné rovnicim 2c = 1 a 3¢? = 1.

Vektorova analogie Diisledku 3.24 uz ale plati.

Véta 3.26: Necht f: Q C R" — R™ je t¥idy C"' na €. Necht dale K C (2 je konvexni mnozina
a
(B3M > 0)(Va € K)(|Df(2)] < M).

Potom
[f(z) = FWll < M|z —y]|

pro vSechna z,y € K.

Diikaz. Budte z,y € K aoznat¢me h := y —x. Dale pro j € 7 definujme funkcig; : [0,1] = R
vztahem

gi(t) := fi(z +th).
Vsimnéte si, ze x + th pro t € [0, 1] jsou body usecky spojujici x a y, a proto = + th € K pro
véechna ¢t € [0,1] z konvexnosti K. Dale z predpokladu f € C*(Q) plyne, ze jsou funkce g;
spojité na [0, 1], diferencovatelné na (0, 1) a jejich derivace jsou spojité pro vsechna j € m.
Potom s vyuzitim Zakladni véty integralniho poctu a fetézového pravidla dostaneme

fi@+h) — f(z) = g;(1) — g;(0) = / g (1)t = / V(e + thyhdt, V) € i,

coz muzeme zapsat vektoroveé ve tvaru

1
Flo+h) — f(z) = /0 Df(x + th)hdt, (21)

kde D f chapeme jako Jacobiho matici zobrazeni f a integral s vektorovym integrandem apli-
kujeme po jednotlivych slozkach.

Lemma 3.27: Je-li g : [a, b] — R™ spojité na intervalu [a, b], potom plati

[ st < [atonar
" /abg(t)dt.

Potom z Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti plyne, zZe

b b b b
Jull? = utu=u” [gttyae = [“aTgrae < [ fulllg(olide = ul [ oto)az

Nyni sta¢i na obou stranach zkrétit ||u||, pokud u # 0, a dostavame kyZzenou nerovnost. Je-li
u = 0, plati lemma trivialné. ]

Ditkaz Lemma 3.27. Oznalme
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Aplikujeme-li nyni Lemma 3.27 v rovnici (21) a pouzijeme-li také nerovnost z 1. tvrzeni
Lemma 3.4, dostaneme

1 1
1@+ h) — f(o)] < / |Df(x + thh|dt < / IDf(z + )|t < M,

neboli
1f(y) = f(@)|| < Mlly — z]].
O

Dalsim diisledkem Véty o prirtstku je, ze za jistych predpoklada funkce s nulovou derivaci
jsou funkce konstantni.

Dusledek 3.28: Necht f : 2 C R" — R je diferencovatelna funkce na oteviené a konvexni

mnoziné €. Je-li V f = 0 na €2, potom je f konstantni na 2.

Ditkaz. Zvolme libovolné a,b € ). Z Véty 3.23 a nulovosti gradientu f na € plyne, ze f(a) —
f(b) =0.Tzn., ze f(a) = f(b) pro vSechna a, b € €2, neboli f je konstantni. O

Posledni dusledek lze zobecnit. Jednak funkce f nemusi byt pouze skalarni. Za druhé mno-
zina () nemusi byt konvexni, stac¢i aby byla souvisla. Pfedpoklad souvislosti {2 je uz docela
pfirozeny, jak ukazuje nasledujici jednoduchy priklad.

Piiklad 3.29: Bud Q2 = (—00,0) U (0,00) a f : © — R definovana vztahem

, je-liz > 0,

J(@) = {—1, je-liz < 0.

Potom (Vz € Q)(f'(z) = 0), ale f neni konstantni na €.
Véta 3.30: Necht f: Q) C R” — R™ je diferencovatelna na oblasti 2. Pokud

(Ve € Q)(Df(x) = 0),
potom je f konstantni na €.

Diikaz. Nejprve vétu dokazeme pro pripad skalarni funkce m = 1. UkazZeme, ze mnozina
Se={r € Q| f(x) = c},

je obojetna pro kazdé ¢ € R. Potom zvolime-li libovolné a € €2, bude S,y # 0, nebot a € Sy ().
Ze souvislosti {2 vyvodime, ze Sy,) = €2, neboli f(z) = f (a) pro vSechna = € 2, coZ znamena,
ze f je na () konstantni.

Zbyva tedy ovéfit obojetnost mnozin S.. Jelikoz S, = f~'({c}) a f je spojita na €, viz
Véta 3.5, je podle Véty 2.61 mnozina S, uzaviena (tj. v c7q). UkaZeme, Ze je S, také oteviena.
To plati trivialné, pokud S, = (). Predpokladejme proto, ze S. # () a zvolme libovolné = € S...
Z otevienosti ) plyne existence r > 0 tak, ze B,(r) C (). Podle pfedpokladu je Vf = 0 na
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B, (1), a tudiz podle Dusledku 3.28 je f = ¢ na B,(r), nebot koule je konvexni mnozina, viz
Cvileni 2.5. Tedy B,(r) C S. a S, je proto oteviena.

V piipadé vektorové funkce f, kdy m € N, si sta¢i uvédomit, Ze z predpokladu D f(x) = 0
plyne Vf;(x) = 0, Vj € m, nebot tyto gradienty jsou fadky matice D f(z). Z pfedchozi ¢asti
potom plyne, Zze komponenty f; jsou konstantni na 2 pro vSechna j € m, a tudiz i vektorova
funkce f = (f1,..., fm) je konstantni na €. ]

3.4 Derivace vyssich radua

Nejprve se zaméfime na derivace parcialni. Pfedpokladejme, Ze funkce f : 2 C R®" — R ma
parcialni derivaci 0, f na okoli bodu a € {2 pro néjaké i € n. Potom mizZeme opét aplikovat
definici parcialni derivace napf. podle j-té proménné tentokrat na funkci 0,, f a dostaneme
parcialni derivaci f vyssiho (druhého) rfadu:

o2 f 0 [of . Onfla+te;) — Oy, fla)

Vv

Of, . f

Opakovanim téhoz postupu definujeme parcialni derivace tretiho a vyssich rada, napi.

S SR S N A

Bf 0 0*f
Goa(0) = 5 (54) @

a analogicky pro dalsi pfipady. Vsimnéte si, ze pouzité znaceni ukazuje v jakém poradi funkci
parcialné derivujeme. Obecné totiz na tomto poradi zalezi.

nebo

Piiklad 3.31: Spocitame smisené druhé parcialni derivace

o0 f 0 f
0xdy a Oyox

v bodé (0, 0) funkce

CfEn jedi(x,y) # (0,0),
fzy) = {o,+ je-li (2, ) = (0,0).

Nejprve spocitame parcialni derivace prvniho fadu:

220(22 2y_94 22y (x2 2 . .

5’f( ) : y((x2ilgj;2))22 ‘= (?i(2+;23)g L, jeli (2, y) # (0,0),
—_— x’ y =

O lim, o ZEA2L00 — o, je-li (w,y) = (0,0),
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23(22 2)_923,2 3 (x2—12 . .
of (z®+y?)—22%y® _ z( 23/2)’ je-li (z,y) # (0,0),

9 (2, y) (z2+y?)? (2%+4?)
dy lim;_,¢ w =0, je-li (x,y) = (0,0).
Odtud dale dostaneme
O’ f : of
axﬁy(()’(])_ll—rfol;(@y(t 0) ) B
a
O'f (0,0) = lim af( =
Oyox "’ -0 t \ O B
Pozorujeme tedy, ze
0 f o f

Pro (x,y) # (0,0) ovéfime pfimym vypoctem, ze

o0 f
0xdy

02 f

2% + 6aty? — 322y
OyOx '

(33'2 + y2>3

(z,y) = (z,y) =

Vsimnéte si, Ze tato funkce neni spojita v bodé (0, 0).

Pokud jsou ale smiSené derivace spojité, na poradi parcialniho derivovani uz nezalezi. Toto
tvrzeni lze vyslovit i za mirné slabsich predpokladi.
Véta 3.32: Necht f: Q CR" > R,a e Qai,j € n.Pokud0,,fa 8§i7xjf existuji na okoli a
a 8%2_7%_]“ je spojita v a, potom existuje také éﬁjmif(a) a plati

P =2 )
&ciaxj N aiEJal'l '

Diikaz. Jelikoz se ve tvrzeni objevuji pouze proménné x; a x;, staci dikaz provést pro funkci
dvou proménnych. Predpokladejme tedy, ze f : Q2 C R? — R, na okoli bodu (a, b) € Q) existuji

derivace
Ay Oyox

a 7e druha z nich je spojita v bodé (a, b).
Pro dostate¢né mala s,¢ € R\ {0} polozme

fla+s,b+t)— fla+s,b)— fla,b+1t)+ f(a,b)
st '

Q(s,t) =

Aplikujeme Lagrangeovu vétu nejprve na funkci { — f(a+&,b+t) — f(a+ &, b) na intervalu
s koncovymi body 0 a s. Existuje tedy ¢islo & ; lezici mezi 0 a s takové, ze

9 9
Q1) = (8£(a+§st,b—l—t) —a—i(a—l—fst, )).
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Na vyraz v zavorce aplikujeme Lagrangeovu v druhé proménné a ziskame ¢islo 7, ; lezici mezi
0 a t takové, ze

Q(s,t) = O°f (@4 &, b+ 1nst)
) — 6y61’ sty T]S,t .
Protoze é (a,b), ze
. 0*f
(s,t%g?o,())@(s’t) 6yax(a b)-

Na druhou stranu pro kazdé dostate¢né malé pevné s # 0 je

fla+s,b+t)— fla+sb) f(a,b+t)—f(a,b)>
t t

of of
,b) — =—(a,b) | .
~(Farsn-Fan)
Existence spole¢né limity ()(s, t) existenci postupnych limit (promyslete), a proto

lim1 (?(a—b— s,b) — g(a b)) =limlimQ(s,t) = lim Q(s,t) = 5 2(; (a,b).

s—0 § Yy dy s—0 t—0 (s,t)—(0,0)

1
lim Q(s,t) = — lim (
t—0

S t—0

Limita vlevo je podle definice parcialni derivace rovna

82f(
0xdy

a,b).

Tim jsme soucasné dokazali jeji existenci a rovnost

o0 f
oxdy

0*f
0yox

(a,b) = (a,b).

]

Definice 3.33 (Ttidy C*, hladké funkce): Necht f: Q) C R® — R, kde ) je otevien4, a k € N.
Pokud vsechny parcialni derivace f fadu £, tj. funkce

ok f

ozi'...0xy

kde ji,...,jn € No, j1 + -+ + jn = k, existuji a jsou spojité na (2, nazyvame f funkci tridy C*
na Q apiseme f € C*(Q2). Pokud f € C*(Q) pro kazdé k € N, nazyvame f hladka funkce na
Q a piseme f € C°°()). MnoZinu spojitych funkci na 2 zna¢ime C°(Q) = C(Q).

Je-li f: Q C R® — R™ vektorova funkce f = (fi1,..., fn)l ak € Ny U {0}, fekneme, Ze
[ je tridy C* na Q) a opét piseme f € C*(Q), pravé kdyz f; € C*(Q) pro viechna j € .
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Z Véty 3.16 plyne, ze funkce f € C'*() je diferencovatelna na §2 a Véta 3.5 implikuje inkluzi
CH(Q) c C°(Q).
Obecnéji mame fetézec inkluzi
C®*Q)cC---cCMQ) cc Q) c---cCHQ) cC' Q).

Dale z Véty 3.32 vyplyva, ze pfi vypoctu libovolné parcialni derivace k-tého fadu funkce f €
C*(Q) nezalezi na potadi jednotlivych parcialnich derivaci.

Zamysleme se dale nad tim, jak definovat (totalni) derivace vyssich radi. Pfedpokladejme,
ze je dana funkce f : 0 C R™ — R™, ktera je diferencovatelna na okoli H, bodu a € (2. Jeji
derivace Df je tedy zobrazeni z R™ s hodnotami v L(R™, R™), ptesnéji Df : H, C R" —
L(R™ R™). Pouzijeme-li zobecnéni Definice 3.1 na zobrazeni mezi obecnymi normovanymi
prostory, dospé&jeme k nésledujici definici: Rekneme, Ze funkce f je dvakrat diferencovatelna v
bodé a, pravé kdyz existuje linearni zobrazeni T € L(R", L(R",R™)) takové, ze

- IDJ(z) = Df(a) — T(x — a)]

=—a [ = all

=0.

Druhou derivaci f v bodé a zna¢ime D?f(a) :=T.
Analogicky bychom zavedli i derivace vyssich radu a dostali tak zobrazeni:

D?f(a) € L(R™, L(R™, L(R",R™))),
D*f(a) € L(R™, L(R", L(R", L(R™, R™)))),
D’ f(a) € L(R™, L(R™, L(R™, L(R™, L(R",R™))))), atd.

Prostor L(R",R™) je izomorfni s prostorem matic R™", a proto bylo mozné prvni derivaci
D f(a) reprezentovat (Jacobiho) matici a pouzivat maticovy pocet pro praci s prvni derivaci.
U vyssich derivaci roli matic prebiraji tzv. tenzory, jez lze chapat jako vicerozmérné analogie
matic. Napt. druhé derivace D?f(a) je element prostoru £(R", L(R™, R™)), ktery je izomorfni
prostoru R"™"™" objektl (tenzort1) indexovanych tfemi indexy. Existuje partie linearni algebry
vénovana tenzorovému poctu, ktera se ale v zakladnim kurzu nepfednasi.

My se zde praci s tenzory vyhneme, protoze v dalsim vykladu vystacime s druhou derivaci
skalarni funkce f : 2 C R" — R. V tomto pripadé ztotoznujeme prvni derivaci D f diferenco-
vatelné funkce f s gradientem V f a mizeme proto D f reprezentovat jako zobrazeni

O, f ()
Df:-H,CR" - R": 2+~ :
Ou,, f ()

Zde vyjimecné interpretujeme gradient jako sloupcovy vektor, abychom se drzeli konvence,

ze elementy R"” jsou sloupcové vektory. Toto zobrazeni D f muiZeme znovu derivovat podle
Definice 3.1 a dostavame se tak k nasledujici definici.
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Definice 3.34 (Druha derivace skalarni funkce): Necht f : 2 C R® — R je diferencovatelna

funkce na okoli a € Q. Rekneme, 7e f je dvakrat diferencovatelna v bodé a, pravé kdy? existuje
B € L(R",R") tak, ze

. IDf() = Df(a) — Bz — a)|

z—a [ = af

=0.

Zobrazeni B nazyvame druha derivace f v bodé a a znaéime D? f(a).

Podobné jako tomu bylo u prvni derivace miizeme elementy matice zobrazeni D f(a) vyja-
dfit pomoci parcialnich derivaci f tentokrat druhého fadu.

Véta 3.35: Necht f : Q2 C R® — R je dvakrat diferencovatelna funkce v bodé a € 2. Potom
parcialni derivace druhého fadu 8331,@], f(a) existuji pro vsechna ¢, j € n a plati

aihxl f(a') agg,xlf(a) st a.zn,xlf(a)
83281 .Igf(a’) 8%2 mgf(a) ct agn :vgf(a)
“(D*f(a)) = . . , .
0% o, fla) O, fla) ... 0% . fla)
Diikaz. Vyplyva pfimo z Véty 3.13. [

Definice 3.36 (Hessova matice): Ma-li funkce f : 2 C R"™ — R vSechny parcialni derivace
druhého tadu v bodé a € €, nazyvame matici V2f(a) € R™" s elementy

(V2 (a)),, = ot

a), 1,] €n,
J 3%8:):1( ) J

Hessova matice funkce f v bodé a.

Poznamka (Hessian): Matice V2 f(a) se také ¢asto v literatufe nazyva Hessian f v bodé a, a¢-
koliv by logika tohoto nazvoslovi spise naznacovala, Ze Hessian je determinant Hessovy matice
podobné jako tomu je u Jacobiho matice zobrazeni a Jacobianu.

Podle Véty 3.35 je Hessova matice matici druhé derivace (vzhledem ke standardnim bazim)

dvakrat diferencovatelného zobrazeni. Jak jsme vidéli v Prikladu 3.31, Hessova matice nemusi
byt symetricka. Avsak z Véty 3.32 dostavame specialné nasledujici dusledek.

Dusledek 3.37: Je-li f € C?((2), potom je matice V2 f(x) symetricka pro véechna x € Q.

3.5 Taylorova véta

Zobecnit Taylorovu vétu na funkce vice proménnych lze jednoduse na zakladé Taylorovy véty
pro funkce jedné proménné. Pro pochopeni postupu si nejprve spocitame prvni dva ¢leny Tay-
lorova rozvoje a zbytek (v Lagrangeové tvaru).

Uvazujme funkci f € C3(12), kde Q C R" je konvexni oteviend mnoZina (napt. koule).
Zvolme body a,z € Q anecht ¢ : [0,1] — Q je Gsecka spojujici a a x, tj. ¢(t) = a + t(x — a).
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Podle Taylorovy véty (s Lagrangeovym tvarem zbytku) aplikované na funkci jedné proménné
g(t) :== f(o(t)) = f(a + t(x — a)) dostaneme rozvoj

1 1
9(1) = g(0) +g'(0) + 539"(0) + 579" (&). (22)
kde £ € (0,1). Ztejmé g(1) = f(z) a g(0) = f(a). Pomoci fetézového pravidla dale spocitame,

0= At 1(e - )i~ 0,

70 = 303 gt e = a))(a; = )~ )

n n n

g Z Z Z axk(‘?x]@xl (@ +t(x —a))(zx — ar)(z; — a;)(z; — a;).

=1 j=1 k=1

Dosazenim spocitanych vyrazt do (22) dostavame vysledek

)+ Z 8951 20 Z a%axl —a;)(x; — a;) + Rs(z; a),

i,j=1
kde

Rs(z;a) : (a+&(x —a))(zp — ar)(x; — a;)(zi — a;).

3' Z &L’k@%@:m
Vsimnéte si, Ze bod a + S (m — a) je bod uvnitt tsecky spojujici body a a z. Dale také plati, ze

iy Hs(@ia)
== [lz — al?

=0.

Polozme 93
C' = max max —f( ),
1,5,kEN yEBa( 8a:k8x]8wl

kde > 0 je dost malé, aby B,(r) C Q. Cislo C' je konené, protoze tfeti parcialni derivace f
jsou spojité na kompaktni mnoziné B,(r). Pro ||z — a|| < r lezi Gsecka spojujici body a a = v
této kouli, a proto

n

1
Ry(sa) < 5

i.j.k=1

3

THﬂ? —al?,

0% f

0x,0x,;0x; (a+&(z —a))
J 7

[z — agl|r; — ajl|lv; — a;] <

z ¢ehoz limitni rovnost plyne. Analogickym zptisobem dokazeme nasledujici obecny tvar Tay-
lorovy véty.
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Véta 3.38 (Taylor): Bud f € C*"(Q), kde s € Ny a QO C R" konvexni oteviena mnozina.
Potom pro a, z € (2 plati:

+Z k! Z @ZE“ . 893%( a)(zi, — ay) - (xi, — ai,) + Rep1 (25 0),

Ulyensip=1

kde

Reatmay= o S T g6 0 e
A= )] Oui, . Oy, o e e T i

015eets41=1

a bod c lezi uvnitf usecky spojujici body a a x. Navic

lim Rerl(x; CL) —
w>a [l —al*

Definice 3.39 (Tayloruv polynom, zbytek): V Taylorové Vété 3.38 se objevujici polynom vice
proménnych

Pl = f@+ 3 5 Y @ — o) - )

se nazyva s-ty Tayloriv polynom funkce f se stredem v bodé a. Dale R (x; a) nazyvame zbyt-
kem po s-tém Taylorové polynomu funkce f se stredem v a.

Pro f € C*°(Q) je dle Taylorovy véty
f(@) = P(x;0) + Ropa(7;0)
pro kazdé s € Ny. Nicméné z hladkosti f jesté neplyne, Ze
lim Ry q(x;a) =0,
5300

jak jsme vidéli uz v Ptikladu 1.50. Podobné jako ve Vété 1.52 zajisti limitu Ry, 1(x;a) — 0 pro
s — oo urcita kontrola vsech parcialnich derivaci f.
< Css!> :

Dusledek 3.40: Necht f € C*°(Q2) aa € Q. Pokud

o f

(3C > 0)(Tsp € N)(Vs > s0)(Viy,...is € 1) (sup m(x)

e

potom existuje r > 0 tak, ze

lim Ry(z;a) =0

S§—00

pro viechna x € B, ().
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Diikaz. Predpoklady véty umoznuji odhadnout zbytek R, nasledovné:

n

Rza) <= 5 sup

s!
i1, =1 TEL

o°f
8$i1 e a.TiS (:C)

[y = ai, | |z, — ai| < (nCllz —al])”.

Tudiz, zvolime-li » < 1/(nC) také dostate¢né malé, aby B,(r) C , bude ||z — a|| < 1/(nC)
pro kazdé x € B,(r), a proto prava strana horniho odhadu zbytku R,(x;a) jde k nule pro
5 — 00. U

Linearni a kvadraticky ¢len v Taylorové polynomu lze vyjadrit elegantné pomoci gradientu
a Hessovy matice f, nebot

> 2L @) - a) = V(@) - a)

n an

—1 axﬁxj

(a)(x; — aj)(z; — a;) = (z — a) "V f(a)(x — a).

Z?J

Taylorova véta pro funkci f € C*(2) nam tedy dava vzorec

£() = fla) + Vf(a)(x — ) + 5(0 — a) V2 (a)(x @) + R(za).

Vsimnéte si, Ze prvni dva ¢leny rozvoje uréuji tecnou nadrovinu ke grafu funkce f v bodé a:

y = fla)+Vf(a)(x—a),
coz predstavuje nejlepsi linearni aproximaci hodnot funkce f v okoli bodu a. Pfidame-li i kva-

draticky clen, je

y= fla) + Vi(a)x — ) + 5z — )V f(a)(x — a)

nejlepsi kvadratickou aproximaci hodnot funkce f v okoli bodu a a odpovidajici plochu bychom
mohli nazyvat te¢nou kvadratickou plochou ke grafu funkce f v bodé a (pokud V2 f(a) # 0).

Priklad 3.41: Uvazujme funkci f : R? — R definovanou vztahem

f(z,y) = e sin(zy).
Snadnym vypocet parcidlnich derivaci f v bodé (0,0) dostaneme

V£(0,0) = (g—i(0,0),g—]yf(O, O)) = (0,0)

) 250,00 ££(0,00\ (0 1
V~’c(0>0):<32f(o,0) aaﬁ‘(o,o)>:(1 o)‘

0xdy
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A proto je druhy Taylorav polynom f v bodé (0, 0) funkce
x 1 9 x
Py(2,4;0,0) = £(0,0) + VF(0,0) { | | + 5@V F0.0) () | =2y

Tteti Taylorav polynom také snadno spocitame a vyjde nam
Ps(7,;0,0) = 2y + 2%y + 2y°.

Jak aproximuji funkce P, a P3 funk¢ni hodnoty f na okoli pocatku ilustruje Obrazek 8.

Obrazek 8: Graf funkce f (oranzova) a Taylorovych polynomt P, (modra vlevo) a P; (modra
vpravo) z Prikladu 3.41.

3.6 Lokalni extrémy funkci vice proménnych
Znamy postup hledani lokalnich extrémut funkce jedné proménné vyuzivajici diferencialniho
poctu nyni zobecnime na funkce vice proménnych.

Definice 3.42 ((Ostré) lokalni minimum/maximum, lokalni extrém): Necht f : ) C R* — R
aa € ). Rekneme, Ze funkce f méa v bodé a:

f(a)),
2. ostré lokalni maximum < (3H, C Q)(Vx € H, \ {a})(f(x) < f(a)),
3. lokalni minimum << (3H, C Q)(Vz € H,)(f(x) > f(a)),

I
4. ostré lokalni minimum < (3H, C Q)(Vz € H, \ {a})(f(z) > f(a)).

1. lokalni maximum << (3H, C Q)(Vz € H,)(f(z) <

151



Funkce f ma v bodé a lokalni extrém, pravé kdyz f mé v a lokalni minimum nebo lokalni
maximum.

Véta 3.43 (Nutna podminka extrému): Necht f : 2 C R" — R ma v bodé a € 2 lokalni
extrém. Potom existuje-li d,, f(a) pro i € n, je d, f(a) = 0. Specialng, je-li f diferencovatelna
v bodé a, potom V f(a) = 0.

Diikaz. Ptedpokladejme, ze pro ¢ € n parcialni derivace 0,, f(a) existuje. Potom funkce

gl(t) = f(a17 s 7ai—17t7ai+1a s 7an)

je funkce jedné proménné, ktera ma v bodé ¢t = a; extrém a je v tomto bodé také diferencova-
telna. Odtud a z nutné podminky extrému funkce jedné proménné, dostaneme

0
0= gif0) = 22-(a).

]

Definice 3.44 (Kriticky bod): Bud f : 2 C R® — R diferencovatelna v bodé a € 2. Pokud
V f(a) = 0, nazyvame a kriticky bod (nebo také staciondarni bod) funkce f.

Podle Véty 3.43 ma-li diferencovatelna funkce extrém v bodeé a, je to jeji kriticky bod. Samo-
ziejmé naopak to neplati, tzn., 7e v kritickém bodé f jesté nemusi mit f extrém (napt. f(z) = 23
v z = 0). V pripadé dvakrat diferencovatelné funkce jedné proménné ma f v kritickém bodé a
ostré lokalni minimum resp. maximum, pokud f”(a) > 0 resp. f”(a) < 0. Pro funkce vice pro-
ménnych funguje obdobna postacujici podminka, jen roli znaménka hraje definitnost Hessovy
matice f.

Pfipomenme si definici definitnosti symetrické matice z linearni algebry.

Definice 3.45 (PD, PSD, ND, NSD, IND): Symetrickou matici A € R™" nazveme:

1. pozitivné definitni (PD) < (Vo € R"\ {0})(zT Az > 0),
2. pozitivné semidefinitni (PSD) <« (Vo € R")(27 Az > 0) a A neni PD,
3. negativné definitni (ND) < (Vz € R*\ {0})(27 Az < 0),

4. negativné semidefinitni (NSD) <« (Vr € R")(27 Az < 0) a A neni ND,
5. indefinitni (IND) < (Jz,y € R")(zTAz >0 A yT Ay < 0).

Poznamka: V anglické literatufe se definice PSD/NSD vétsinou uvadi bez dodatku ,A neni
PD/ND®, tzn., Ze PD matice tvofi podmnozinu PSD matic podobné jako ¢isla kladna jsou také
nezaporna. My se zde ovSem pridrzime uvedené definice pouzivané v kurzu linearni algebry na
FJFL

Ctenéf by mél byt obeznamen z kurzu linearni algebry s tim, jak ur¢it definitnost symetrické
matice tzv. metodou ,dopliiovani na étverce kvadratické formy g4 () := 27 Ax. Pfipometime
si jeSté uzite¢né Sylvestrovo kritérium striktni definitnosti matice.
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Véta 3.46 (Sylvestrovo kritérium): Necht A € R™ a A = AT. Pro k € n oznaéme A} :=
det A[k] (hlavni minory A), kde A[k] € R** je k x k podmatice matice A, tj. (A[k]);; = A

irj>
Vi, j € k. Potom plati:

1. AjePD & (Vken)(Ag>0),
2. AjeND & (Vken)((=1)*A > 0).

Pro dikaz postacujici podminky pro extrém funkce vice proménnych budeme jesté potre-
bovat nasledujici pomocné tvrzeni.

Lemma 3.47: Necht A : ) C R" — R" je zobrazeni s hodnotami v prostoru symetrickych

sym
matic R{; [\, které je spojité v bodé a € (0.

1. Je-li A(a) PD, resp. ND, potom existuje H, tak, ze pro viechna = € H, je A(x) PD, resp.
ND.

2. Je-li A(a) IND, potom existuje H, a vektory u,v € R" tak, Ze pro v§echna z € H, je
uT A(z)u > 0avT A(z)v < 0.

Diikaz. 1. Necht A(a) je PD. Vsechny hlavni minory A, := det A[k] : @ — R jsou spojité
funkce v bodé a, nebot determinant je spojitou funkei maticovych elementt A; ;. A maticové
elementy A, ; : 0 — R jsou také spojité funkce v bodé a, jak plyne z piedpokladu spojitosti
maticové funkce A v bodé a. Tedy hlavni minory Ay jsou sloZenim spojitych funkci, a tudiz
spojité v a pro kazdé k € n.

Podle Sylvestrova kritéria je Ay (a) > 0 pro véechna k € n. Diky spojitosti funkce Ay v bodé
a najdeme okoli H\") tak, ze Ag(z) > 0 pro vsechna x € H¥ . Polozime-li

H,:= ﬁ a»,
k=1

potom (Vo € H,)(Vk € n)(Ag(z) > 0), a proto jsou matice A(x) PD pro viechna z € H,
podle Sylvestrova kritéria.

Pro ND variantu tvrzeni sta¢i vyuzit jiz dokazanou PD variantu a to, Zze matice A je PD,
praveé kdyz — A je ND.

2. Nakonec predpokladejme, ze A(a) je IND. Potom existuji vektory u,v € R™ takové, ze
u’ A(a)u > 0 avTA(a)v < 0. Jelikoz jsou funkce z +— u? A(z)u a x — v A(z)v spojité
v bodé a (rozmyslete), musi existovat okoli H(g") a HC(LU) bodu a tak, Ze

(Ve € H")(uTA(z)u >0) a (Vo€ H) " A(x)v < 0).
Tudiz pro ditkaz tvrzeni staéi polozit H, := H" N H". O

Véta 3.48 (Postacujici podminka pro extrém): Necht f : O C R" — R, f € C?*(f2) a bod
a € € je kriticky bod f. Potom plati:

1. Je-li V*f(a) PD, potom mé f v bodé a ostré lokalni minimum.
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2. Je-li V2 f(a) ND, potom mé f v bodé a ostré lokalni maximum.

3. Je-li V2 f(a) IND, potom f nemé v bodé a lokalni extrém f a bod a se nazyva sedlovy
bod f.

Diikaz. Podle piedpokladu jsou d,, ., f spojité funkce na 2, je i Hessova matice V2f spojité
zobrazeni na {2 s hodnotami v symetrickych maticich, viz Dusledek 3.37. Zde pouzivame argu-
ment analogicky tomu z dikazu Véty 3.13.

1. Pfedpokladejme nejprve, ze V2 f(a) je PD. Podle Lemma 3.47 existuje § > 0 tak, ze V2 f(x)
je PD pro vSechna = € B,(J). Vezméme x € B,(d) \ {a} libovolné ale pevné. Podle Taylorovy
véty 3.38 mame

£(&) = Fla) + Vf(a)(x — ) + 5(2 — ) V() — a),

kde clezi na tsecce spojujici a a z, a tudiz je ¢ € B,(d). Tedy matice V2 f(c) je PD. Ptihlédneme-
li jesté k tomu, ze podle predpokladu je a kriticky bod f, tzn., ze V f(a) = 0, dostdvame

1

fx) = fla) = §(x —a)"V%f(c)(z —a) > 0,

nebot = # a a V2 f(c) je PD. Odtud plyne, ze f(z) > f(a) pro kazdé z € B,(d) \ {a}, a tedy f
ma v bodé a ostré lokalni minimum.

2.Je-li V2f(a) ND, je postup zcela analogicky jako v bodé 1. Jediny rozdil je, ze kvadraticka
forma (z—a)” V2 f(c)(z—a) z pravé strany posledni rovnice je tentokrat zaporna, nebot V2 f(¢)
je ND. Odtud vyvodime, ze f(z) < f(a) prokazdé x € B,(d)\{a}, aproto f ma v bodé a ostré
lokalni maximum.

3. Je-li V2 f(a) IND, potom opét podle Lemma 3.47 existuje § > 0 a vektory u,v € R" tak,

v

ze

W'V f(2)u>0 a o' Vif(z)v <0
pro viechna = € B,(0). Dale z Taylorovy véty a ptedpokladu V f(a) = 0 plyne pro kazdé
x € B,(0) rovnost

£(2) = f(a) = (e — )2 f(e)(x — a),

kde ¢, € B,(0); zde pro jistotu zdirazniujeme indexem zavislost ¢, na . Polozme z := a + tu,
kde t € R. Je-li [t| < € := /||u|| (uvédomte si, Ze u # 0), potom = = a + tu € B,(), a proto

mame . )
Fla+tu) = f(a) = 5 (00)" V2 f (o) (tu) = %UTW Fleu >0

pro véechna t € (—¢,€) \ {0}, nebot ¢; € B,(0). Dokézali jsme tedy, Ze existuje € > 0 tak, ze

fla+tu) > f(a)
pro viechna t € (—e¢,¢) \ {0}. Analogicky bychom ukazali, Ze

fla+tv) < f(a)

pro véechna t € (—¢,€) \ {0}. TudiZ f nema v bodé a lokalni extrém. O
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Poznamka: Za silnéjsiho predpokladu f € C3(€), je mozné ditkaz Véty 3.48 zjednodusit, viz
napt. [15, Véta 9.23].

Poznamka: Dtkaz Véty 3.48 ukazuje, Ze pokud je V f(a) = 0 a matice V2 f(a) je IND, potom
existuji dva sméry u, v € R" tak, ze funkce f ziZena na pfimku ¢ — a + tu mé v bodé a ostré
lokalni minimum, kdezto funkce f zGZena na pfimku ¢ — a + tv ma v bodé a ostré lokalni
maximum. Geometricky tato situace odpovida predstavé sedla v bodé a, viz Obrazek 9.

05 i J___ﬁLl/
10

Obrazek 9: Sedlovy bod (funkce f(z,y) = 2 — y* na okoli bodu (0, 0)).

Vsimnéte si, ze kritérium, které poskytuje Véta 3.48, neni vycCerpavajici. V pripadeé, ze je
matice V2 f(a) PSD nebo NSD, nemiizeme udélat zadny zavér, nebot v kritickém bodé a muize i
nemusi mit funkce f lokalni extrém, viz nasledujici ptiklady. V tomto piipadé je matice V2 f(a)
singularni a kriticky bod a se nazyva degenerovany.

Piiklad 3.49: Funkce f(z,y) = z* 4 y* méa v bodé (0, 0) ostré dokonce globalni minimum, ale
Hessova matice v kritickém bodé (0, 0) funkce f je nulova, tedy PSD (i NSD).

Priklad 3.50: Funkce
flay) =2 +y°

nema v bodé (0, 0) lokalni extrém, nebot hodnoty f(0, ) = ¢ jsou kladné pro ¢ > 0 a zdporné
pro t < 0. Nicméné bod (0, 0) je kriticky bod f a Hessova matice f v pocatku

2 0
2 —
je PSD.

Plati ale nasledujici opa¢né implikace.
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Véta 3.51: Necht f € C?(Q) ma v bodé a € 2 lokalni minimum, resp. lokalni maximum,
potom

(Vh € R")(hW'V2f(a)h >0), resp. (Vh e R")(K'V?f(a)h <0).
(Tzn. V2 f (a) je PSD, nebo PD, resp. NSD, nebo ND.)

Diikaz. Necht ma f vbodé a lokalni minimum. Potom V f(a) = 0 podle Véty 3.43. Necht r > 0
je takové, ze B,(r) C Qa f(a) < f(x) pro vSechna z € B,(r). Zvolme pevné h € R™, h # 0.
Potom pro viechna t € R takova, ze 0 < [t| < r/||h||, je a + th € B,(r) a podle Taylorovy
Véty 3.38 plati

0< fla+ ﬁ];) — f(a) _ %Vf(a)h + %hTVQf(ct)h = %hTVQf(ct)h. (23)

Vektor c; leZi na tise¢ce mezi a a a+th, a proto ¢; — aprot — 0. Navic zobrazeni V2 f je spojité
v a, jak plyne z piedpokladu f € C?(2). Proto limitnim pifechodem ¢ — 0 v nerovnosti (23)
dostaneme

RN f(a)h > 0.

Tato nerovnost plati pro libovolné i € R™, z &ehoZ plyne, ze matice V2 f(a) je PSD, nebo PD.
Ma-li f vbodé a lokalni maximum, staci aplikovat pravé dokazané tvrzeni na funkci —f. [J

Tedy v piipadech, kdy je a degenerovany kriticky bod f, tj. V> f(a) je PSD nebo NSD, ne-
mame postacujici podminku pro extrém. I v téchto pripadech se nékdy da rozhodnout na za-
kladé vyssich derivaci, pokud existuji. Situace je podobna jako v pripadé funkce jedné proménné
(uvazte napt. f(x) = 2*), ale zna¢né komplikovanéjsi. Pojem definitnosti je tfeba rozsitit z matic
na tenzory, coz neni problém, ale ukazat, ze dany tenzor je pozitivné definitni maze byt kom-
binatoricky komplikovana uloha. V pripadé funkci dvou proménnych jesté existuji pomérné
rozumné metody, viz napt. [19, Sekce 3.7.2]. My se zde ptipady degenerovanych kritickych
bodu zabyvat nebudeme.

Metody diferencialniho poctu umoznuji najit pouze lokalni extrémy, ackoliv v praxi bychom
Casto radi uméli najit globalni extrémy néjaké funkce. Nékdy 1ze z lokalnich odpovédi udélat
odpovédi globalni napf. za predpokladu konvexnosti funkce f, viz Cviceni 3.11 a 3.12. Pokud nas
otazka globalnich extrémi zajima pro spojité funkce omezené na kompaktni mnozinu, vime Ze
globalni extrémy musi existovat z Véty 2.95. Jednou moznosti, jak je hledat, je vysettit funkci na
vnitiku kompaktni mnoziny a zvlast na jeji hranici Lagrangeovou metodou pro vazané extrémy
(viz Sekce 3.9). Potom staci srovnat hodnoty funkce v nalezenych extrémech. Obecné ale Zadny
univerzalni postup pro ditkaz existence a lokalizaci globalnich extrému neexistuje a jednotlivé
optimalizac¢ni problémy musime fesit pripad od pripadu.

Jednoduchou ale uzite¢nou aplikaci vylozené metody hledani extrémi, ktera se objevuje
v numerické matematice Ci statistice, ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 3.52 (Metoda nejmensich ¢tverct): Predpokladejme, ze mame k dispozici sadu dat
{(x;,y;)}_; C R? a chceme nalézt linearni kombinaci danych funkci f1, fo, . . ., fm, tj. funkci

= Z cifi,
i=1
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tak, aby funkéni hodnoty funkce f v bodech z; ,co nejlépe” odpovidaly hodnotam y; pro kazdé
1 € n. Cilem je tedy urcit neznamé koeficienty linearni kombinace ¢y, ¢, . . ., ¢;,,. Budeme pred-
pokladat, Ze m < n, coz neni na zavadu, nebot typicky je mnozstvi dat n mnohem vétsi nez
pocet funkci m. Dale budeme predpokladat, Ze soubor funkei f1, ..., f,, je linearné nezavisly,
coz je také prirozeny predpoklad, ktery nepredstavuje zasadni omezeni.

Funkce f; mohou byt napf. monomy f;(z) = z°. V takovém piipadé prokladame data poly-
nomialni kfivkou.

Metoda nejmensich ¢tverct spociva v myslence minimalizovat tzv. stfedni kvadratickou
odchylku celkové chyby, tzn., Ze hledame koeficienty ¢, co, . . ., ¢, tak, aby hodnota

n n

Fle):=> (i~ fl@) = (v — (Ac))” = lly — Ac|l”

=1 i=1

byla co nejmensi. Zde jsme oznadili ¢ := (cy,...c,)" a

fi(zy)  fa(zr) - fa(21)

A f1(ff72) fz(:%‘z) fm(‘9€2)

() falwn) o fnlr)

Aplikujme analyticky postup pro hledani extrému funkci vice proménnych na funkei F.
Nejprve spocitame gradient funkce F'. Pro j € /i mame

OF -
5 (€)= =237 (i = (A0)) Ay = —2(ATy); +2(AT Ao
J i=1
A tedy VF(c) = 0, pravé kdyz
ATy — AT Ac = 0. (24)
Z linearni nezavislosti souboru funkeci fi,..., f,, plyne, Ze matice A ma plnou hodnost, tzn.

h(A) = m, nebot m < n.V takovém ptipadé je matice AT A regularni, viz Cvi¢eni 3.14. Rov-
nice (24) ma proto jediné feseni
c=(ATA) ATy,

Dale ovérime, Ze I ma v nalezeném vektoru ¢ ostré lokalni minimum. Parciilni derivace F'

druhého radu jsou
0’F
8ciacj

(C) = Q(ATA)]7Z VZ,] € 7’71,

a tedy
V2F(c) = 2AT A.

Matice AT A je pozitivné definitni, nebot pro x € R™ je

vT AT Ax = (Ax)T(Az) = ||Az|* > 0
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a rovnost nastava pouze pro x = 0, protoze je AT A je regularni.

Nakonec ovérime, Ze je funkce F' ryze konvexni na R™. Potom bude vektor ¢ jedinym glo-
balnim minimem F' podle tvrzeni ze CviCeni 3.11 a 3.12. Uvazujme tedy néjaka c;,co € R™,
¢ #cpat e (0,1). Potom

F(ter+ (1= t)ea) = lly — A(ter + (1 = )ea) [I* = [t (y — Acx) + (1 = 1) (y — Aca) ||*

< (tlly — Aerll + (L = )lly — Acz|))* < tF(er) + (1 = )F(c2),

kde posledni nerovnost vyplyva z ryzi konvexnosti kvadratické funkce z +— z2.

L n n n n L n n n n L n n n n n n n n L n n n n L n n n n L
3 2 1 o 1 2 3

Obrazek 10: Metoda nejmensich ¢tverci: data prolozena polynomialni kfivkou stupné 5.

3.7 Véta o inverzni funkci

Nasim dalsim cilem je dokazat Vétu o inverzni funkci a s jeji pomoci také Vétu o implicitni
funkci. Obé véty maji mnoho aplikaci.

Pfipomenme, Ze derivaci D f(a) chapeme podle potieby bud jako linearni zobrazeni, nebo
jako jeho matici vzhledem ke standardnim bazim a ve znaceni to nijak nerozlisujeme. Ztotoz-
fiujeme tak derivaci D f(a) a Jacobiho matici

a(f17--~7fn> a
8(:c1,...,xn)( )

pro f : Q C R* — R" diferencovatelnou v bodé a € 2. Pouziti symbolu D f(a) ve smyslu
Jacobiho matice f v bodé a je vyhodné z divodu uspory mista, a proto ho budeme nadale
preferovat.
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Predstavme si, Ze chceme fesit rovnici tvaru f(x) = y, kde f : Q@ € R* — R" je dana
vektorova funkce. Rozepiseme-li rovnici po komponentach, hledame feSeni obecného systému

fl(xh R 7‘7;%) = Y1,
f2($1, ce ,l’n) = Y2,

folT1, . xn) = Yn-

To znamena, Ze chceme védét, zda lze vyjadrit neznamé x4, . . . , x,, jako funkce yy, . . . y,,. Takovy
systém témér nikdy nelze fesit explicitné i v pripadé, Ze feSeni existuje. Dulezitou odpovéd na
otazku existence feSeni nam dava pravé Véta o inverzni funkci. Nicméné ma pouze lokalni
charakter. Pfesnéji véta fik4, ze je-lia € Qa f € C'(Q), vyplyvé z podminky det D f(a) # 0,
ze f je prosta na néjakém okoli bodu a, a tudiz invertibilni.

I v pfipadé, ze je det D f(x) # 0 ve vSech bodech x € €, neplyne z toho, Ze je f prosta na
mnoziné 2, viz Priklad 3.55. Zde je situace odlisna od specialniho pfipadu funkce jedné pro-
ménné, kde plati, Ze spojité diferencovatelna funkce f na intervalu (a, b) s nenulovou derivaci
na (a, b) je (globalné) prosta na (a, b). Rozhodnout o (globalni) prostoté funkce vice proménnych
je obecné obtizny problém.

Pro potteby ditkazu Véty o inverzni funkci si nejprve dokazeme jedno pomocné tvrzeni
tykajici se invertibility linearnich zobrazeni. Toto tvrzeni nachazi aplikace i na mnoha jinych
mistech. Pfipomenime, Ze na prostoru £(R") zavadime normu podle Definice 3.3.

Lemma 3.53: Necht A, B € £(IR") a A je bijekce. Pokud plati nerovnost
1B —AlA™ <1,
potom je také B bijekce.

Diikaz. Operator B lze zapsat ve tvaru
B=A+(B—-A)=A(l-0C),

kde C' := —A~!1(B— A). Odtud je jasné, Ze pokud je  — C bijekce, musi byt i B bijekci. Dilezité
je, Ze

IC < [ATHIB - Al < 1,

kde jsme vyuzili nerovnost z Lemma 3.4 a pfedpoklad dokazovaného tvrzeni. Staci tedy dokazat
implikaci

IC]| <1 = I—C jebijekce,
coz provedeme v dalsi ¢asti dukazu.

Dukaz provedeme tak, Ze inverzi k I — C' pfimo zkonstruujeme. Definujme operator X :=
lim,,_, . X,,, kde

Xy=Y Cr=T+C+---+C"
k=0
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Nejprve ovéfime, Ze limita v definici X existuje. Protoze ma prostor £(R™) kone¢nou dimenzi
(rovnu n?), je L(R™) s normou || - || Gplny prostor, viz Piiklad 2.110. Staéi proto ukézat, ze je
posloupnost { X, }22 ; cauchyovska. Jelikoz ¢iselna fada

> lel
k=0

konverguje, nebot podle pfedpokladu je ||C|| < 1, dostaneme z Bolzanovy-Cauchyho pod-
minky pro ¢iselné rady

n—+p
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn > no)(Vp € N) ( ST et < e) .

k=n+1

Potom pron > npap € N mame

n+p n+p n+p
Xty = Xl = Do CHI< D IC* < D IC)F <«
k=n+1 k=n+1 k=n+1

kde jsme pouzili nerovnost ||C* k. ktera plyne z 1. tvrzeni Lemma 3.4. Tedy {X,, }*°,

je cauchyovska.

Nakonec ovéfime, ze (I — C)X = I, z ¢ehoz uz vyplyva, ze I — C je bijekce (a navic
(I — C)~! = X) diky kone¢nosti dimenze R™. ProtoZe jsou I i C' omezené operatory, nebot
dim R™ = n < o0, jsou podle Lemma 3.4 I i C' spojité. Odtud poté mame

(I-C)X =(—C) lim X, = lim (I — CZCk‘ lim Y C* =) Cc*H!

n—00 n—00
k=0

= lim (] — C"™Y) =1,

n—o0

kde jsme vyuzili toho, ze C™ — 0, coz plyne opét z nerovnosti ||C"|| < ||C||™ a pfedpokladu
1C|| < 1. O

Nyni jiz mizeme dokazat Vétu o inverzni funkci.

Véta 3.54 (O inverzni funkci): Necht f : Q C R"” — R" je tiidy C' na Q a a € . Pokud
det D f(a) # 0, potom existuje okoli H, takové, Ze:

1. f jeprosté na H,,

2. f(H,) je oteviena,

3. inverzni zobrazeni f~! je tfidy C' na f(H,), det D f(x) # 0 pro viechna z € H, a plati
DF (@) = (D))"

pro vSechna z € H,.
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Ditkaz. Oznatme A := D f(a). Podle pfedpokladu je matice A regularni, a tudiz invertibilni.
Déle z predpokladu f € C(2) plyne, Ze je D f spojité zobrazeni na ). Proto existuje r > 0
takové, ze koule B,(r) C €2 (z otevienosti () a pro vsechny = € B,(r) je
1
I1Df(z) = All < sr7=7
2 A
Ukéazeme, ze H, := B,(r) je hledanym okolim z tvrzeni véty.

1. Nejprve dokazeme, ze f je prosté na H,. Pro y € R" si definujeme pomocnou funkci
¢y 1 2 — R" vztahem

by(x) == + Ay — f(z).
Vsimnéte si, Ze
fx)=y & xjepevnybod gy, ti. o,(x) = z.

Pro derivaci ¢, mame
Déy(x) = I — A Df(z) = A~ (A - Df())
pro kazdé x € (). Odtud pro libovolné x € H, dostaneme
1

2||A 2

1Dy () < [ATHIA = Df (@)l < IA7]
kde jsme vyuzili nerovnost z Lemma 3.4. Potom z Véty 3.26 vyplyva nerovnost

I6y(21) = By < 5l — 2 9

pro vSechna xq, x5 € H,, nebot okoli H, = B,(r) je konvexni mnoZina.

Z nerovnosti (25) plyne, Ze zobrazeni ¢, ma nejvyse jeden pevny bod v mnoziné H,,. Jinak by
z pfedpokladu existence dvou raznych bodt z1, 2, € H, takovych, ze ¢, (1) = 21 a ¢y (z2) =
X9, nerovnost (25) implikovala logicky spor 1 < 1/2. Jinymi slovy k libovolnému y € R”
existuje nejvyse jedno = € H, takové, ze f(r) = y, coz znamena, Ze f je na H, prosté.

2. Dokazeme, ze f(H,) je oteviena. Necht yo € f(H,). Potom existuje 2o € H, tak, ze
f(zo) = yo. Jelikoz je H, oteviena, existuje € > 0 tak, ze B,,(¢) C H,. UkdZeme inkluzi

w (g ) € S0

z ¢ehoz plyne otevienost mnoziny f(H,).
Zvolme tedy y € By, (¢/(2]|A7!||)) libovolné ale pevné. Potom

ol = [ A7Y < [|A7! At :
[¢y(x0) — ol = |A™ (y — wo)ll < A Ily — woll < HQHA =2

Odtud s vyuzitim nerovnosti (25) dostaneme pro kazdé = € B, (¢) odhad

1
19y () = ol < lIdy(2) = dy(z0) ]| + 6y (20) = @oll < 5l — o]l + % <e
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Tedy ¢, (x) € By, (€) prox € B,,(€). Z toho vidime, Ze ¢, : B, (e) — By, (€) je zobrazeni mezi
uplnymi prostory B, (¢€), nebot mnozina B, (¢) je uzaviena podmnozina tplného prostoru R",
viz Véta 2.115. Podle nerovnosti (25) je navic ¢, kontrahujici zobrazeni na B, (¢). Potom podle
Banachovy véty o pevném bodé (Véta 2.119) existuje x € B, (€) takové, ze ¢, () = z, neboli

f(z) = y. Odtud plyne, ze

v e £ (Ba) € F(Ha)

coz jsme chtéli dokazat.
3.Zvolme y € f(H,)ak € R" tak, ze y + k € f(H,). Potom existuji z,z + h € H, tak, ze

f@)=y a fle+h) =y+Fk

Nejprve odvodime pomocnou nerovnost. Pro libovolné z € R" je
¢x(x +h) = ¢.(x) = h+ A7 (f(z) = flz + h)) =h - A"k
Odtud a z nerovnosti (25) dostaneme
Ih— A7) < S lAl|
Prihlédneme-li jesté k nerovnosti, viz Cviceni 2.1,
| = AT'R]| = (|2 — [|A™" ],

vidime, Ze
IRl < 2| A7 ]| < 2 A7 ]]|&]). (26)
Na za¢atku dtikazu jsme okoli H, zkonstruovali tak, ze platilo ||A™||[|Df(x) — A] < 1/2

pro véechna x € H,. Odtud a z Lemma 3.53 plyne, ze je D f(z) invertibilni pro vSechna x € H,,,

neboli
(Vx € H,)(det Df(x) #0).

Z toho dale vyvodime, Ze je zobrazeni z — (Df(x))”" spojité na H,. To je vidét napf. ze
znamého vzorecku pro inverzni matici z linearni algebry

1

= qet Df () (Df(x)),

(Df(x))™
nebot determinant det D f(z) # 0 a je spojitou funkci maticovych elementt D f(z), coZ jsou
parcialni derivace f, které jsou podle piedpokladu f € C'() spojité. Také elementy adjugo-
vané matice (D f(x))™¥ jsou spojitymi funkcemi parcialnich derivaci f, nebot jsou opét defino-
vany jako jisté determinanty:.

Oznac¢ime-li si nyni inverzni funkci g := f~! na f(H,) (jejiz existence jiz byla dokazana),
potom k dikazu 3. tvrzeni nyni uz sta¢i ukazat, ze je g diferencovatelna na f(H,) a pro jeji
derivaci plati

Dy(f(x)) = (Df(x))™"
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pro véechna x € H,. Potom bude g € C*(f(H,)) a plati vzorec pro derivaci inverzni funkce.
Protoze

gly+k) —gly) — (Df(x)) " k=h— (Df(x)) "k
= —(Df(x))"" (fl+h) — f(x) — Df(x)h),

dostaneme s vyuzitim (26) nerovnost

lg(y + k) — g(y) — (Df(x)) " k|
[ %]

| lf(x+h) = flx) = Df(x)h]]

< 2| AT (Df(2)" | 1]

Z nerovnosti (26) plyne, ze h — 0, pokud & — 0. ProtoZe vyraz napravo v posledni nerovnosti
jde k nule pro h — 0, nebot f je diferencovatelna vz € H,, dostavame konecné, Ze

1o N9+ k) — g(y) — (Df ()" kIl _
k—0 |||

0,

coz jsme chtéli dokazat. [

Poznamka: Vsimnéte si, ze predpoklad f € C'(Q) byl plné vyuzit az v dikazu 3. tvrzeni
Véty 3.54. Pro dukaz tvrzeni 1. a 2. Véty 3.54 stacilo predpokladat, ze f je diferencovatelna
na (2, D f spojitd v bodé a a det D f(a) # 0. Spojitost derivace f v bodé a uz ale vypustit nelze,
viz Cviceni 3.17.

Poznamka: Pokud je funkce f ve Vété 3.54 o inverzni funkci tfidy C* na Q, kde & > 2,
potom je také f~! tridy C* na f(H,). To Ize dokazat indukci a derivovanim vztahu pro D f~!
z 3. tvrzeni Véty 3.54. Postup jenom naznacime. Vyuzijeme-li vyjadfeni inverzni matice pomoci
matice adjugované, miizeme vzorec pro parcialni derivaci 9 (f~'), /9y; v bodé y € f(H,)
napsat ve tvaru

O(f),
dy,

- ladj Df(f~ (¥))];;
= Dil :|:D -1 1:| = ZJ,
() = (D7 W), = (DI W) ] = g DI (0))
kde 7,7 € n. Z tohoto vyjadieni je vidét, ze jak citatel tak jmenovatel vyrazu vpravo jsou
polynomialni funkce parcilnich derivaci 9, /0x, r, s € 1, v bodech f~1(y), tj.

P, ((gﬁi (f_l(y>>>r,s€fz>
Q((3uw),,_,)

pro néjaké polynomy P;; a Q v n? proménnych. Navic nenulovost polynomu @ ve jmeno-
vateli je zarucena Vétou 3.54. Potom je-li napt. f € C?%(Q), je také f € C*(2) a podle in-
dukéniho piedpokladu jei f~' € C'(f(H,)). Potom bychom parcialnim derivovanim vyrazu
vpravo v rovnosti (27) podle y;, dostali napravo racionélni funkei v proménnych 92 f, /0z,0x
a 0f ' /Oy, kde p,7,s,1 € 7, s nenulovym jmenovatelem. Z toho vyplyv4, ze existuji druhé
parcialni derivace 9%(f!);/Oyr0y; a jsou spojité na f(H,).

o(f™),
Jy;

(y) =

(27)
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Priklad 3.55: Uvazujme vektorovou funkci f : R? — R? definovanou vztahem

i = (£52).

e’ siny
Ztejmé je f hladk4 na R?, a tudiz také f € C''(R?). Dale

e*cosy —e¥siny

det Df(x,y) = det (ez Siny er COos Yy

) = (0082 y + sin® y) =e* £

pro vSechna (z,y) € R?. Podle Véty 3.54 existuje pro kazdy bod (z,y) € R? n&jaké okoli (z, y),
na némy? je funkce f prosta. Jinymi slovy f je lokalné prosta na celém R?. Avsak f neni prosta
na R?, protoze

f(x,y) = flx,y +2m)
pro viechna (z,y) € R

Pfimym dtsledkem Véty 3.54 je tzv. Véta o otevieném zobrazeni (Open mapping theorem).
Zobrazeni se nazyva otevrené, pokud zobrazuje oteviené mnoziny na oteviené mnoziny (po-
zor, neplést se spojitosti zobrazeni, pro které jsou naopak vzory otevienych mnozin oteviené).
V matematice existuje vic vét o otevieném zobrazeni. Zde uvedena se tyka spojité diferencova-
telnych funkci. Dalsi véta o otevieném zobrazeni plati napf. pro holomorfni funkce.

Véta 3.56: (O otevieném zobrazeni) Necht f : Q C R" — R", f € C'(Q) adet Df(x) # 0
pro viechna = € ). Potom je f otevfené, tj. pro kazdou otevienou mnozinu U C € je f(U)
otevfend mnozina.

Ditkaz. Bud U C 2 oteviena neprazdna mnozina. Zvolme b € f(U). Potom existuje a € U tak,
ze f(a) = b. Zazeni f : U — R™ spliiuje predpoklady Véty 3.54 v bodé a. Existuje tedy okoli
H, C U bodu a takové, ze f(H,) je oteviena. Navic b € f(H,), tzn., ze f(H,) je okoli b. Dale
z inkluze H, C U plyne, ze f(H,) C f(U). Tudiz bod b lezi v mnoziné f(U) i se svym okolim
f(H,), a proto je f(U) oteviena. O

Tvrzeni Véty 3.54 nelze obratit v nasledujicim smyslu: Z prostoty funkce f € C*(f2) ne-
plyne, ze det D f(z) # 0 pro véechna = € Q. To ilustruje uz jednoduchy ptiklad funkce jedné
proménné f(x) = 3, ktera je bijekci R na R, avsak f’(0) = 0. Ptidame-li ovsem piedpoklad
diferencovatelnosti inverze f~! na §2, potom jiz det D f(x) # 0 pro véechna x € .V takovém
pripadé mizeme totiz aplikovat Vétu 3.7 pti derivaci identity

(fhof) (@) ==
ze které plyne, ze
Df(f()) Df(x) = 1.
a tudiz det D f(x) # 0 pro vSechna x € (.

Definice 3.57 (Difeomorfismus): Budte U,V C R" oteviené mnoziny. Zobrazeni f : U — V'
nazyvame difeomorfismus, pravé kdy% f je bijekce Una V, f € C1(U)a f~! € C1(V).
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Poznamka: Pozadavek f~! € C'(V) v definici difeomorfismu neni nadbyte¢ny, jak opét ilu-
struje napr. funkce f(z) = x%, které je hladkou bijekci R na R, ale inverzni funkce f~'(y) = ¢/y
neni diferencovatelna v bodé y = 0.

Zdiraznéme jesté jednou, Ze funkce spliujici predpoklady Véty o inverzni funkci jesté ne-
musi byt difeomorfismus (je to pouze lokalni difeomorfismus). Dale z Véty 3.5 plyne, ze kazdy
difeomorfismus je homeomorfismus.

Piiklad 3.58: Bud f : R? — R? definovana vztahem

flz,y) = (332 - y2> :

2zy

Rozhodnéte, na jaké mnoziné U C R? je f lokalné prosta a spocitejte Df~1 (f(z,y)) pro
(z,y) € U.

Protoze

B 2r 2y\ _ 2 9
det Df(x,y) = det (Qy 2ac) = 4(z" — y°),

je f lokalné invertibilni na mnoziné U = {(x,y) | |z| # |y|} podle Véty o inverzni funkeci.
Mnozina U rozdéluje rovinu R? na ¢&tyii kvadranty. Miizete si rozmyslet, Ze f je prostd na
kazdém z téchto kvadrantt a z rovnice f(z,y) = (u,v) spocitat inverzni funkci. Napt. pro
(x,y) z kvadrantu U; := {(z,y) | || <y A y > 0} dostaneme

T\ 1 _ L Vutv—vu—v
<y) =/ (we) = 2 (\/u~|—v—|—\/u—v)
a f(Uy) = {(u,v) | [v]| <u A u > 0} (ovétte). Derivaci f~! miizeme budto hledat piimo,
zname-li funkci f ! explicitné, nebo opét podle Véty o inverzni funkci. V druhém piipadé mame

DI (flea) = DF e = g () ) = (5, )

pro (z,y) € U.

3.8 Véta o implicitni funkci

Problematiku implicitni funkce si nejprve vysvétlime na jednoduchém prikladu s kruznici. Za-
jima nas, kdy a pokud viibec rovnice

F(z,y) =2 +y*—1=0 (28)

definuje y jako funkci z. Samoziejmé vime, Ze feSeni rovnice (28) existuji, pokud = € [—1,1],
ajsouy = +v/1 — x2. Z definice funkce musi byt jeji hodnoty uréeny jednoznacné, a proto bez
dalsiho omezeni na y (napf. y > 0), nezadava rovnice (28) funkci y = y(z) jednoznaé¢né.
Reknéme, 7e nas zajima, zda rovnice (28) zadava feseni y = y(z) alespon lokalné. Tzn., Ze
pfedpokladame, ze je dano néjaké (a,b) tak, ze F'(a,b) = 0 (bod na kruznici) a zajima nas,
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jestli existuji néjaka okoli H, a Hy, a funkce f : H, — H, tak, ze y = f(x) vyhovuje rovnici
F(x, f(x)) = 0 pro véechna x € H, a f(a) = b. Na ptikladu kruznice odpovéd najdeme
snadno. Je-lia € (—1,1) ab > 0, potom je f(z) = /1 — 22, okoli H, Ize volit libovolné tak,
aby a € H, C (—1,1), a za H, lze vzit libovolné oteviené okoli bodu b obsahujici f(H,).
Podobné je-lia € (—1,1) ab < 0, potom je f(x) = —v/1 — 22 a volbu okoli lze provést stejné
jako pfedtim. Na druhou stranu na okoli bodu (a, b) = (%1, 0) rovnice (28) jednozna¢né funkci
y = f(x) nezadava. Tyto vyjimeéné body lze najit jako feSeni rovnice
0= a—F(a, b) =2b
dy

spolu s F'(a,b) = 0. Mizeme se tedy domnivat, ze podminka 0, F'(a, b) # 0 garantuje existenci
okoli H, a Hy a funkce f : H, — H, tak, ze F'(x, f(z)) = 0 pro véechna x € H, a f(a) = b.
Tato domnénka se ukaze jako pravdiva a takovouto funkci f nazyvame implicitni funkci zada-
nou rovnici F(z,y) = 0. Navic jakmile vime, Ze implicitni funkce existuje, miizeme z rovnice
F(z, f(z)) = 0 spocitat derivaci f, i kdyZ nezname f explicitné. V ptipadé s kruznici (28)
dostaneme derivovanim rovnosti 22 + y* — 1 = 0 podle x, kde y = y(z), vztah

2z + 2yy’ = 0.

Neboli
y/ =
Yy

coz je stejny vysledek, jaky bychom dostali derivovanim explicitni formule y = ++v/1 — z2:

X

, —_——

xr
I, w S

bez ohledu na to, jakou funkci y = ++v/1 — 22 bereme.

Vétu o implicitni funkci vyslovime pro vektorovou funkci F' : €2, x€2,,, — R™ kde (2, C R"
a {),, C R™ jsou oteviené mnoziny. Véta nam potom fika, za jakych predpokladd systém m
rovnic o m + n neznamych

F(z,y)=0

urcuje lokalné feseni y = y(x) na okoli néjakého bodu (a, b), ktery vyhovuje rovnici F(a, b) =
0. Klicovym predpokladem bude nenulovost Jacobidnu zobrazeni F’ jako funkce y v bodé (a, b).

v v/

orm . on

OF _0(F,....F,) (% 7 o

Ay Oy, Ym) OF,, ok,

Dy T Oym

a oF oF;
or1 Oxnp,

OF O(F,....F, (7 = &

dxr ~ O(x1,...,x,) OF,, ' OFm



Véta 3.59 (O implicitni funkci): Necht 2, C R" a €2,, C R™ jsou oteviené mnoziny a F' :
0, X Q,, — R™ je ttidy C! na Q,, x Q,,. Déle predpokladejme, 7e pro né&jaké (a, b) € 2, X Qs
plati:

F(a,b) =0
: OF
det a—y(a, b) # 0.
Potom:

1. Existuji okoli H, C Q, a H, C €,, bodii a a b a jedina funkce f : H, — H, ttidy C! na
H, tak, Ze
(Vo € Hy) (F(z, f(z)) =0) a f(a) =0

2. Déle det %—5(:6, f(z)) # 0 pro vSechna x € H, a pro derivaci f plati vzorec

e € () I )

pro vSechna z € H,.

Ditkaz. 1. K ditkazu pouzijeme Vétu 3.54 o inverzni funkci. Definujme G : Q,, x €, — R**™
vztahem

G(z,y) = (, F(z,y)).

Podle ptedpokladu je F' € C1(£2, x Q,,), a proto také G € C*(€,, x Q,,). Jacobiho matice
zobrazeni G ma blokovy tvar

I 0
pG=(or or |,
or Oy

kde I € R™" je jednotkova matice a 0 € R™™ nulova matice. Odtud pro Jacobian zobrazeni G
v bodé (a, b) dostaneme

OF
det DG(a, b) = det a—(a, b) # 0.
)
Muzeme tedy aplikovat Vétu 3.54 na zobrazeni G v bodé (a, b).
Existuji proto oteviena okoli U bodu (a,b) a V bodu G(a,b) = (a,0) takova, ze zizeni
G : U — V je bijekce a G=' € C''(V). Protoze prvni komponentou zobrazeni G je identita, ma
jeho inverze tvar

Gz, 2) = (z,®(x, 2)),

kde ® : V — R™ je zobrazeni ttidy C.

Jelikoz je U otevienym okolim bodu (a, b), existuji oteviena okoli U, C €2, bodu a a H, C
Q. bodu b takova, ze U, x H, C U. Podobné diky otevienosti V' existuji oteviena okoli V,
bodu a a Vj bodu 0 takova, ze V,, x Vi C V. PoloZme

HY :=U,NV,.
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Pro kazdé = € H? je (x,0) € V, a proto miizeme definovat
f(x) = ®(x,0).
Funkce f je tiidy C' na H? a
(a,b) = G"Y(a,0) = (a, ®(a,0)),

takze f(a) = b. Ze spojitosti f miizeme okoli H? pfipadné zmensit na oteviené okoli H, bodu
a tak, aby
f(Ha> C Hb.

Uvazujme f zuzené na toto H,. Pro kazdé x € H, potom plati
(2,0) =G oG (2,0) = G(, f(2)) = (z, F(a, f(2))),
a tedy
F(z, f(x)) = 0.
Navic f(a) = b.

Zbyva ovéfit jednoznacnost. Necht x € H,ay € H, spliwji F/(z,y) = 0. Protoze H, x H, C
U, lezi body (z,y) a (z, f(z)) v U a plati

Gr,y) = (v, F(z,y)) = (2,0) = (z, F(z, f(2))) = Gz, f(2))-

Z prostoty zobrazeni G na U plyne y = f(z). Ke kazdému = € H, tedy existuje pravé jedno
y € H, takové, ze F'(z,y) = 0.

2. Uz vime, 7e f € C'(H,). Polozme na chvili g(z) := (z, f(z)). Rovnost F(x, f(z)) = 0
muzeme zapsat jako F'(g(z)) = 0. Aplikaci fetézového pravidla, viz Véta 3.7, dostaneme

0 = D(F o g)(x) = DF (g(x))Dg(x) = (g—fw)) 2—5@@») (D f@)) -

Tedy 5 5
F F
0= %(%f(ilf))Jra—y(%f(x))Df(fU) (29)

pro vSechna x € H,.
Protoze G : U — V je difeomorfismus, je DG(u,v) regularni pro vSechna (u,v) € U.
Specialné tedy pro x € H, plati

det g—];(x,f(x)) =det DG(z, f(x)) # 0.

Z rovnice (29) tedy mizeme vyjadrit

Df) =~ (Gote @) Gote s,

coz jsme chtéli dokazat. [
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Poznamka: Ve smyslu poznamky za Vétou 3.54 muzeme také predpoklad ve Vété 3.59 mirné
zeslabit. Konkrétné plati véta: Necht jsou €2, C R" a (2, C R™ oteviené mnoziny, F' : (), X
Q,, — R™ spojité, existuje F /0y na €2, x €1, a je spojité v bodé (a,b) € 2, x £2,. Potom
je-li
oF
F(a,b)=0 a det a—(a, b) # 0,
)

existuji okoli H, C €2, a H, C €),,, bodi a a b a pravé jedna spojita funkce f : H, — H, tak, ze
(Ve € Ha) (F(z, f(z)) =0) a  fla)=0.
Priklad 3.60: Jedno feSeni systému rovnic
xy? + z2u 4+ yo* = 3,
yzu® + 220 — u?v? = 2,
je (z,y,z,u,v) = (1,1,1,1,1). Rozhodnéte, zda na okoli bodu (z, y ) =
nice implicitni funkce u = u(z,y, z) av = v(x,y, 2) takové, ze u(1,1, 1)

a poté spocitejte d,u(1,1,1) a dyv(1,1,1).
Do Véty o implicitni funkci polozime n = 3, m = 2, funkci F' : R?® x R? — R? definovanou

vztahem ) )
| vyt +rzu+yve =3
F(‘ruywzauvv) T <yzu3+2xv—u202—2>

( , 1) ur¢uji rov-
=lav(l,1,1) =1

=(1,1,1)ab=(1,1). Zfejmé je F hladka. Dale
O(F, Fp) < Tz 2yv )

d(u,v) 3yzu? — 2uv? 2z — 2utv
a proto
O(Fy, Fy) 1 2
det —————(1,1,1,1,1) = det =-2+#0.
¢ I(u,v) (L,1,1,1,1) = de 10 7

Proto podle Véty o implicitni funkeci existuje funkce f(x,y, 2) = (fi(x,y, 2), f2(z,y, 2)) tiidy
C' definovana na okoli bodu (1, 1, 1) takova, ze

u= fi(z,y,2), v=folr,y,z) a f(1,1,1)=(1,1).

Abychom spoéitali 9,u(1,1,1) a d,v(1,1,1), mizeme parcialné derivovat podle y zadany
systém rovnic, kde u a v chapeme jako funkce x, y, z. Dostaneme rovnice

2xy + x20,u + v* + 2yvd,v = 0
3yzu28yu + zu + 2x0,v — 2uv28yu — 2u2v8yv =0.

Dosadime-li (z, z,y,u,v) = (1,1,1,1, 1), mame systém

dyu(1,1,1) +20,v(1,1,1) = -3,
o,u(1,1,1) = —1,

jehoz fe$enim je J,u(1,1,1) = —1a d,v(1,1,1) = —1. Podobné bychom mohli spo¢itat dalsi
parcialni derivace u a v v bodé (1,1, 1).
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3.9 Vazané extrémy funkce vice proménnych

V predchozi ¢asti jsme si ukazali metodu, jak hledat lokalni extrémy funkce vice proménnych.
Nyni se budeme zabyvat podobnym problémem jen navic zazime defini¢ni obor ucelové funkce
pridanim tzv. rovnostnich vazeb. Tzn., ze budeme hledat lokalni extrémy funkce f : 2 C R" —
R v mnoziné tzv. pripustnych reseni

M={zeq|glx)=0}

kde g : 2 C R" — R™ je dana vektorova funkce reprezentujici vazby. V praktickych problé-
mech byva pocet proménnych n vétsi nez pocet vazeb m. Tato uloha je specialnim piipadem
tzv. obecné optimaliza¢ni ulohy nelinearniho programovani, v niz navic vystupuji také nerov-
nostni vazby. Nasim cilem bude dokazat si nutnou a postacujici podminku pro extrémy funkce
s rovnostnimi vazbami podobné tém, které jsme si odvodili pro (volné) extrémy bez vazeb, viz
Véty 3.43 a 3.48.

Definice 3.61 ((Ostré) lokalni maximum/minimum vzhledem k mnoziné): Necht f : Q C

R* - Raa € M C Q. Rekneme, e funkce f ma v bodé a:
1. lokalni maximum vzhledem k M < (3H, C Q)(Vz € H, N M)(f(z) < f(a)),

f(
2. ostré lokalni maximum vzhledem k M < (3H, C Q)(Vz € (H,NM)\{a})(f(z) < f(a)),
fla

)
4. ostré lokalni minimum vzhledemk M < (3H, C Q)(Vx € (H,NM)\{a})(f(z) > f(a)).

3. lokalni minimum vzhledem k M < (3H, C Q)(Vz € H,NM)(f(z) > f

Bod a se nazyva lokalni extrém funkce f vzhledem k M, pravé kdyz ma f v a lokalni minimum
nebo lokalni maximum vzhledem k M.

Pro formulaci nutné a postacujici podminky vazaného extrému pouzijeme pomocnou funkeci
pojmenovanou po J.-L. Lagrangeovi.

Definice 3.62 (Lagrangeova funkce, Lagrangeovy multiplikatory): Necht f : Q@ C R* — R
ag:Q CR"— R™ Funkci L : Q) x R™ — R definovanou vztahem

L(z; \) ZAJ%

nazyvame Lagrangeova funkce a parametry A\ = (A1, ..., \,,) Lagrangeovy multiplikatory.

Uvazujme na chvili, Ze je dana pouze jedina vazba, tj. m = 1 a skalarni funkce g : 2 C
R" — R je tiidy C'. Pfipometime, Ze potom te¢ny prostor k mnoziné M = {z € Q| g(z) = 0}
v bodé a € M je ortogonalni doplnék gradientu Vg(a), tj

T,(M) = (Vg(a))™
Je-lim > 1, potom je M = ﬂ;-”lej, kde
M; :={ze€Q|yg;(x) =0}
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Rozsitime definici teéného prostoruk M = {z € Q | g(x) = 0} v bodé @ € M pro piipad
m > 1 nasledovné:

Ta<M) = ﬂ Ta(Mj)'

Nejprve si dokdZeme pomocné tvrzeni o te¢ném prostoru 7, (M ).

Lemma 3.63: Budg: Q CR" - R"tildy C'na Q, M = {z € Q | g(x) = 0} aa € M.
Potom plati:

1. T,(M) = ker Dg(a).

2. Je-li h(Dg(a)) = m < n, potom ke kazdému v € T, (M) existuje okoli pocatku Hy C R
a kfivka ¢ : Hy — M tridy C" tak, ze ¢(0) = a a D¢(0) = v.

Ditkaz. 1. Stadi si uvédomit, Ze

v € Tu(M) = [\ Tu(M;) = () (Vas(a))"

=1

pravé kdyz Vg;(a)r = 0 pro vSechna j € 1. Jelikoz gradienty Vg;(a), j € 7, jsou fadky
matice Dg(a), je x € T,(M), pravé kdyz Dg(a)z = 0, neboli z € ker Dg(a).

2. Jelikoz h(Dg(a)) = m < n, existuje m sloupct matice Dg(a), které tvoii linearné ne-
zavisly soubor v R™. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze je prvnich m sloupct
Dg(a) linearné nezavislych, jinak pfejmenujeme proménné zi,...,x,. Definujme zobrazeni
F: Q) — R" vztahem

gi(x),  pro jem,
Fi(z) =" ‘
xj, pro je{m+1,...,n}
Vsimnéte si, ze © € M, pravé kdyz Fy(z) = --- = F,(z) = 0.
Podle piedpokladu je g € C*(2), a proto také ' € C'(£2). Matice derivace F' ma blokovy
tvar
0(g1,---,gm) 0(g1,---,9m)
DF = O(Z1,yeesm)  O(Tmt1yeesTn) 7 (30)
0 I

kde 0 € R*"™"™ je nulova matice a I € R"""~™ je jednotkova matice. TudiZ matice DF'(a)
je regularni, nebot

det DF(a) = det H(@ £ 0.

Proto podle Véty 3.54 o inverzni funkci existuje H, C €2, na némz je zobrazeni F' prosté a
F(a)=(0,...,0,Qmi1,...,an)",
——
m krat

protoze g(a) = 0, coz plyne z ptedpokladu a € M.
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Oznaé¢ime-li G := F~!, potom G : F(H,) =: Hp(, — H, je bijekce. Zvolme v € T, (M)
a okoli Hy C R tak, aby

T

(0,...,0, ami1 + g, oo an +tvn)" € Hpgg

pro vSechna ¢ € Hy, coz lze, nebot Hp(, je oteviena a F'(a) = (0,...,0,am41,...,a,)".

Definujme ¢ : Hy — H, vztahem
o(t) :=G(0,...,0,am11 + tUmyit, - .-, Ay + toy).

Ve zbyvajici ¢asti dikazu ukazeme, Ze ¢ ma vSechny tfi vlastnosti z tvrzeni véty, tj. ¢(Hy) C M,
#(0) =aa D¢(0) = .
Z definice ¢ plyne, ze F(¢(t)) = -+ = F(¢(t)) = 0 pro viechna t € Hy. Tudiz ¢(Hy) C
M. Dale
#(0) = G(0,...,0,ams1,-..,0,) = G(F(a)) = a.
Nakonec dokdzeme rovnost DF (a) D¢(0) = DF'(a)v, coz implikuje D¢(0) = v diky regu-
larité DF'(a). Nejprve si v§imneme, Ze pro t € Hy mame

(F © ¢)(t) = (07 R Oaam—H + tUmt1,y - -y A T tvn)T .
Odtud dostaneme
DF(a)D¢(0) = D(F 0 $)(0) = (0,...,0,0p11,...,v)" = DF(a)v.

Posledni rovnost plati diky blokovému tvaru (30) matice DF'(a) a toho, ze Dg(a)v = 0 podle
jiz dokazaného bodu 1. []

Poznamka: Je-lig : Q@ C R" — R™ tiidy C' a h(Dg(x)) = m < n pro viechna x € ,
potom je mnozina M = {z € Q | g(x) = 0} specidlnim ptipadem tzv. diferencovatelné variety
dimenze n — m.
Nyni si jiz mizeme dokazat nutnou podminku vazaného extrému.

Véta 3.64 (Nutna podminka vazaného extrému): Necht f: Q CR" - Rag: Q C R* - R™
jsou funkce ttidy C' na Q a m < n. Predpokladejme dale, Ze ma funkce f lokalni extrém
vzhledem k mnoziné M := {x € Q| g(z) = 0} vbodé a € M a ze h(Dg(a)) = m. Potom
existuji ¢isla Ay, ..., \,, € R takova, ze

V.L(a;\) = Vf(a) — Z \;Vg;(a) = 0.

(Zde index x v V, naznacuje, Ze se v gradientu V, objevuji pouze parcialni derivace podle
proménnych x4, ..., z,, nikoliv podle Ay, ..., \;.)

172



Diikaz. Ukazeme, ze V f(a) € (T,(M))". Zvolme néjaké v € T,(M). Podle predpokladu je
h(Dg(a)) = m < n, a tedy podle Lemma 3.63 existuje Hy C R a zobrazeni ¢ : Hy — M tiidy
C! tak, ze ¢(0) = a a D¢(0) = v. Protoze mé f lokalni extrém v bodé a vzhledem k M, ma
slozena funkce fo¢ : Hy — Rlokalni extrém v bodé 0. Tudiz podle nutné podminky (volného)
extrému je (f o ¢)’(0) = 0. S vyuzitim Véty 3.7 o derivaci slozené funkce tak dostaneme, Ze

0= (fo0)(0)=Vf(4(0))De(0) =V f(a)v,

a tedy V f(a) je kolmé na v.
Pouzijeme-li jednu vlastnost ortogonalniho doplitku, viz Cviceni 3.21, dostaneme

m

(L) = (ﬂ Ta(Mj)> = > @) = Y V@)

Jj=1 Jj=1

A protoze V f(a) € (T,(M))", existuji &sla Ay, ... A, € R tak, ze
Vi) =) \Vg;(a),
=1

neboli

VoL(a; \) = Vf(a) — Z \;Vg;(a) = 0.

O

Pokud dopfedu vime, ze funkce f : 2 C R"™ — R ma v mnoziné pfipustnych feseni M
lokalni extrém, tj. napt. tehdy, kdyz je M kompaktni mnozina a f spojita funkce (Véta 2.95),
muzeme tyto lokalni extrémy v M hledat jen na zakladé nutné podminky vazaného extrému.
Podle Véty 3.64 najdeme tyto extrémy mezi feSenimi rovnic

x) =0,
g(x) (31)
V.L(z;\) =0,
coz je m + m rovnic pro m + n neznamych x1,...,z, a A1, ..., A, za predpokladu, ze m < n

a matice Dg ma v nalezenych feseni plnou hodnost. Samoziejmé najit feSeni rovnic (31) nemusi
byt jednoduché a vétsinou ani explicitné mozné. Nasledujici jednoduchy priklad ukazuje, kdy
je tento postup mozné aplikovat.

Piiklad 3.65: Najdeme vazané extrémy funkce f(x,y,z) = zy + yz vzhledem k mnoziné
urcené vazbami
Py’ =2 a y+z=2

PouZijeme-li nase znaceni je g : R® — R?, kde
gy, 2) =2 +y" =2 a glzy2)=y+z-2
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Obrazek 11: llustrace mnoziny M z Prikladu 3.65

Mnozina M := {(z,y,2) € R?® | g(z,y, z) = 0}, ktera predstavuje priinik valce a roviny, viz
Obr. 11, je kompaktni, protoze je uzaviena a omezena. Proto dopfedu vime, ze spojita funkce f
ma v mnoziné M dokonce globalni minimum i maximum.

Vsimnéte si, Ze pro vSechna (x,y, z) € M je

nsan =n( (5% 1)) =2

nebot body (0,0, z) ¢ M pro vSechna z € R. Hledané extrémy proto musi leZet mezi feSenimi
rovnic (31). Lagrangeova funkce je

L(x,y,z; )‘nu) = f(.’]?,y,Z) - )\g1<.’L',y,Z) - :qu(x?yaZ)
=ay+yz — N +y* = 2) — ply + 2 — 2),

a proto rovnice (31) maji tvar

.132—|-y2:27
y+z=2,
oL
a—(x,y,z;)\,u) =y — 22\ =0,
s
oL
—(z,y, A1) =x+2 =2\ —p =0,

dy

oL
g(x,y,zsk,u) =y—pn=0.
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Tyto rovnice maji 4 feSeni (detaily vypoctu jsou pfenechany ¢tenari):

1
(Ilabeh)\luul) = <_]~7 ]-7 17_571) ’

1
($2=927Z27/\27N2) = <]-a ]-717 a) 1) )

2
1
<x3ay37237)\37,u3) :5(_1+\/§,_1_\/§,5+\/§,—2—\/§,—1—\/5)7
1
($4ay47z47A47M4) 25(—1—\/5,—14—\/575—\/37—24—\/57—14—\/5)

Nakonec sta¢i vybrat nejvétsi a nejmensi ze ¢tyt funkénich hodnot

f(xlaylazl) :Oa f($2792722) :2a

5+3v/3 5—3/3

2 7 2 7
abychom uzavfeli, Ze f ma maximum vzhledem k M vbodé (x2, y2, 22) s hodnotou 2 a minimum
vzhledem k M v bodé (z3, i3, 23) s hodnotou —(5 + 3v/3) /2.

Pokud ovSem apriori nevime, jestli vazany extrém existuje, napt. kdyz M neni kompaktni,
potfebujeme néjakou postacujici podminku vazaného extrému. Jednu takovou podminku si do-

kazeme. Budeme k tomu potfebovat mirné rozsirit pojem definitnost matice na definitnost ma-
tice vzhledem k mnoZiné.

Definice 3.66 (PD,ND, PSD, NSD, IND vzhledem k mnoziné): Necht () # P C R"™. Symetrickou
matici A € R™" nazveme:

1. pozitivné definitni (PD) vzhledemk P <  (Vx € P\ {0})(zT Az > 0),

f($37y3723) = - f($4,y4724) = -

2. pozitivné semidefinitni (PSD) vzhledemk P <  (Vx € P)(zT Az > 0)
a A neni PD vzhledem k P,

3. negativné definitni (ND) vzhledemk P < (Vz € P\ {0})(z7 Az < 0),

4. negativné semidefinitni (NSD) vzhledem k P < (Vx € P)(z7 Az < 0)
a A neni ND vzhledem k P,

5. indefinitni (IND) vzhledem k P < (3x,y € P)(z7 Az >0 A yT Ay < 0).

V dalgi vété pouzivame znaceni V2L(a; \) pro Hessovu matici funkce L jakozto funkce
proménnych z1,...,z,, tj.

2L . 2L ) 2L .
8—x§(a, A) T (a;\) ... 5o Bo (a; \)
52L . 2L . 92L .
, Fo5; (A5 ) a—z%(a, A s (@)
ViL(a;\) =
2L (a' )\) 9L (a' /\) 82_L(a. /\)
O0x10Tn \ ) O0x20Tn \ ) o Ox2 \™
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Véta 3.67 (Postacujici podminka pro vazany extrém): Pfedpokladejme, ze funkce f : Q C
R" - Rag: Q CR"— R™jsouttidy C*naQa M = {x € Q| g(x) = 0}. Necht déle
existuje bod (a, \) € M x R™ tak, ze V,L(a; A) = 0. Potom plati:

1. Je-li V2L(a; \) PD vzhledem k T,(M), potom ma f v bodé a ostré lokalni minimum
vzhledem k M.

2. Je-li V2L(a;\) ND vzhledem k T,,(M), potom ma f v bodé a ostré lokalni maximum
vzhledem k M.

Ditkaz. Stac¢i dokazat 1. tvrzeni, nebot f ma v bodé a ostré lokalni maximum vzhledem k M,
pravé kdyz — f ma v bodé a ostré lokalni minimum vzhledem k M, V2L (a; \) je ND vzhledem
k T, (M), pravé kdyz V2(—L)(a; \) je PD vzhledem k 7,(M) a funkce g a —g uréuji stejnou
mnozinu ptipustnych feseni M.

Dukaz tentokrat provedeme sporem. Je-li a izolovanym bodem M, plyne z definice, Ze f ma
v a ostré lokalni minimum vzhledem k M. Proto budeme nadale predpokladat, Ze a je hromadny
bod M, ve kterém f nema ostré lokalni minimum vzhledem k M. Potom existuje posloupnost
{z,}22, boda z M takova, ze (Vn € N)(z,, # a), x, — a a

(Vn € N) (f(zn) < f(a)). (32)

Podle Bolzanovy-Weirstrassovy véty 2.105 existuje podposloupnost {z,, }32, takova, ze exis-
tuje limita

. Xp,—a
lim —*—— =: .
k=00 |2y, — all
Vsimnéte si, ze 7 # 0, nebot ||7|| = 1. Bez Gjmy na obecnosti mizeme navic pfedpokladat, ze

{xn, }32, C Bu(r) C Q pro né&jaké r > 0, protoze je mnozina (2 oteviena.
Ukazeme, ze n) € T,(M). Podle Véty 3.23 o pfirtstku aplikované na funkce g; existuji body

f,igj) na spojnici bodti a a z,,, tak, Ze

0 = g;(wn,) — g5(a) = Vg; () (wn, — a)

pro vSechna j € m a k € N. Vyraz nalevo je roven nule, protoze a € M a také z,, € M pro
vsechna k € N. Vydélime-li posledni rovnost ||z, — a| a posleme k — oo, dostaneme

0= Vy;(a)n

pro kazdé j € m. Neboli ) je kolmé na Vg;(a) pro kazdé j € m, a tudiz

ne () (Vo) = T,

Jelikoz L(y, \) = f(y), kdykoliv je y € M a vzhledem k ptedpokladu f,g € C*(Q) dosta-

neme aplikaci Taylorovy véty 3.38 rovnost
1
f(xnk) _f<a) = L(xnkv )‘) —L(CL; /\) = VIL(CL; )‘) (xnk —CL) + §($nk _a)TviL(gl(gL); )‘)(xnk —Cl)

176



pro vSechna k € N, kde ¢ ,(gL) je bod lezici na spojnici a a z,, . Vyuzijeme-li jesté predpokladu
V.L(a; \) = 0 a nerovnosti (32), vyvodime, ze

(€0, — Q)T V2L(EM M) (w0, — a)

pro viechna k € N. Nyni opét sta¢i vydélit obé strany ||z,,, — a||* a poslat k — oo a dostaneme
nerovnost
0> 7"V, L(a; M,

coZ je ovsem spor s tim, ze V2L(a; \) je PD vzhledem k T,,(M). O

Postacujici podminka z Véty 3.67 nam dava navod, jak hledat lokalni vazany extrém dosta-
te¢né hladké funkce f za podminky dané vazbami g(x) = 0. Nejprve najdeme vSechna feseni
(2, \) rovnic (31), coZ jsou ,body podezielé z extrému®. Poté testujeme, zda kvadraticka forma
matice V2L (x, \) v bodech podezielych z extrému (z, \) zizena na podprostor ker Dg(x),
viz Lemma 3.63, je PD, nebo ND. Ukazme si to na jednoduchém prikladé.

Piiklad 3.68: Rozhodnéte, jaky trojuhelnik s danym obvodem ¢ > ( ma nejvétsi obsah. Délky
stran trojuhelnika si ozna¢me z, y, z. Obsah trojuhelnika S jako funkci délek jeho stran z, vy, 2
lze vyjadrit tzv. Heronovym vzorcem:

stes) =5 (5-+) (£-) (5-2)

Chceme tedy najit takova z,y, z > 0, pro néz je S(x,y, z) maximalni za podminky, Ze obvod
trojihelniku je fixni, tj.

r+y+z=1~L

Vypocet si mizeme zjednodusit tak, Ze nebudeme maximalizovat funkci .S, nybrz funkci

fx,y,2) = 252(:671/, z).

Tato transformace nas zbavi odmocniny a nepodstatného konstantniho faktoru. Navic protoze
f = ¢ 08, kde ¢(t) := 2t*/( je rostouci funkce na [0, 00), funkce f mé extrémy ve stejnych
bodech jako S (existuji-li), jak plyne pfimo z definice. Dostavame tedy optimaliza¢ni problém

pro objektivni funkci
flz,y,2) = L x L L z
’ y7 - 2 2 y 2

s mnozinou piipustnych feseni

M = {(:U,y,z) € <O,§)3

Podminky z,y,z < (/2 jsou za pfedpokladu x + y + z = (¢ ekvivalentni trojuhelnikovym
nerovnostem.

g(x,y, 2) ::x+y+z—£:0}.
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Lagrangeova funkce ma tvar

e = (52) (5) (=) -t vos-a

Vazané extrémy musi leZet mezi feSenimi systému rovnic

)
stanzn -~ (1) (1) a0
)

14 14
zL 77;)\:_ a a _>\:7
0. L(x,y, z; \) (2 x)(Q Yy 0
T+y+z=
Tento systém ma jediné feseni
A A 2
(%?J,Za )\) - (gvgaga_%)

Hessova matice Lagrangeovy funkce v tomto bodé je tvaru
2 011
v%ﬂ:,y,z)L (§7 §7 gv _5_6> = é 1 01
110

Vsimnéte si, ze tato matice je IND. Nas ale zajima definitnost této matice vzhledem k podpro-
storu

Tszessursn(M)=(Val 5 53 = (Lt =[-1],| 0
3'3°3 0 1
- A
s+t
= —s | s, teR
—t
Proto zkoumame definitnost kvadratické formy
t
AN (
2 . _ 2 2
(3+t:_sa_t)v(:c,y,z)L (575757_%> :i - _g (3 +st+t )
v proménnych s a t. Doplnénim formy na ¢tverce zjistime, zZe
ceeoeN (T ‘ £\ 32
t,—8,—t)Vi, L= = = —— - =—c = — ] <0
<S+ y =5, ) (z,y,2) <373737 36> _i 3 <8+2> + 4
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pro viechna (s,t) € R?\ {(0,0)}, a tudiz podle Véty 3.67 je bod (¢/3,¢/3,£/3) ostré lokalni
maximum f vzhledem k M.

Otazka ze zadani ulohy se ovSem tyka extrému globalniho. Argument ukazujici, ze nalezené
lokalni maximum je téz globalnim maximem f vzhledem k M, Ize postavit na tom, ze M je
kompaktni (rozmyslete). Uzavirame tedy, ze mezi vSemi trojuhelniky s fixnim obvodem { ma
nejvétsi obsah trojithelnik rovnostranny, a to (2 /(12+/3).

Nakonec si jesté dokazeme analogii nutné podminky z Véty 3.51 pro pfipad vazanych ex-
trémd.

Véta 3.69: Necht f: Q CR" - Rag:Q CR" - R™jsoutiidy C*naQa M = {z € Q|
g(x) = 0}. Pfedpokladejme dale, ze a € M a h(Dg(a)) = m < n. Potom plati:

1. Je-li a lokalni minimum f vzhledem k M, potom je V2L(a; \) PD, nebo PSD vzhledem
k T,(M).

2. Je-li a lokalni maximum f vzhledem k M, potom je V2 L(a; \) ND, nebo NSD vzhledem
k T,(M).

Zde ) jsou Lagrangeovy multiplikatory z Véty 3.64.

Diikaz. Dokazeme 1. tvrzeni. Bud v € T,(M). Potom podle Lemma 3.63 existuje Hy C R
a kiivka ¢ : Hy — M takova, ze ¢(0) = a a Dp(0) = v. Vzhledem k druhé poznamce za
Vétou 3.54 o inverzni funkci a zavedeni kfivky ¢ z dikazu Lemma 3.63 vyplyva z predpokladu
g € C?(Q), ze také ¢ € C*(H,).

Jelikoz ma f v bodé a lokalni minimum, je bod 0 lokalnim minimem funkce fo¢ : Hy — R.
Potom podle Véty 3.51 je (f o ¢)”(0) > 0. Funkei f o ¢ mizeme derivovat jako sloZenou funkci
a podle fetézového pravidla dostaneme

(foo)(t) =V (¢ Z 70, (@

pro vSechna t € Hy. Pro druhou derivaci mame

foo)( Z Z 8%8% )+ Z axz '(t) (33)

7j=1 =1

pro vSechna t € Hy. Vyuzijeme-li toho, ze f(¢(t)) = L(4(t); A) pro libovolné A € R™, nebot
¢(t) € M pro vsechna t € Hy, a dosadime ¢ = 0 do rovnice (33), dostaneme

n 2
0<(fog)(0)= Z 88 5 (a; Nvv; + Z (93: N (0). (34)
Z,j— (] 1

Podle Véty 3.64 existuji Lagrangeovy multiplikatory A € R™ tak, ze V,L(a; \) = 0, a proto je
pro tato A druhy ¢len v (34) nulovy. Nakonec tedy zjistujeme, zZe

~ O°L
8:1:j axl

0<

4,j=1

(a; Nvv; = 0T V2 L(a; \)v,
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z ¢eho? vyplyva, ze matice V2L(a; \) je PD, nebo PSD vzhledem k T, (M), nebot v € T,(M)
bylo voleno libovolné. [

Véta 3.69 ma nasledujici okamzity dusledek pro pfipad indefinitni Hessovy matice Lagran-

geovy funkce vzhledem k te¢nému prostoru. U vazanych extrému termin sedlovy bod nepou-
Zivame.
Disledek 3.70: Necht f : Q C R®* - Rag: Q C R® — R™ jsou tiidy C? na Q a M =
{z € Q| g(z) = 0}. Pokud existuje bod (a, \) € M x R™ takovy, ze V,L(a; \) = 0, matice
V2L(a;\) je IND vzhledem k T,(M) a plati h(Dg(a)) = m < n, potom a neni extrém f
vzhledem k M.
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3.10 Cviceni

Cviceni 3.1: Dokazte, ze funkce f : (2 C R" — R™ je diferencovatelna v a € (2, pravé kdyz
existuje " € L(R™,R™), okoli H, bodu a a funkce ¢, : H, — R™ tak, ze

(Vo € Ha)(f(x) = f(a) + T(z — a) + ea(z)]|z — al])

ae,(r) = Oprox — a.

Cviceni 3.2: Necht (X, || - || x), (Y, ] - |ly) jsou normované prostory. Ukazte, Ze mnoZzina
BX,Y):={T € LIX,Y) | |IT]| < oo}

je linedrni prostor a zobrazeni || - || : B(X,Y) — [0,00) je norma na B(X,Y).

Cviceni 3.3: Necht (X, || - || x), (Y,] - ||y) jsou normované prostory a 7" € L(X,Y'). Dokazte
rovnosti

sup ||Tx|y = sup ||[Tz|y = sup
lzllx=1 lzllx <1 w0 ||7]lx

Cviceni 3.4: Uvazujme prostor realnych polynomt P s normou definovanou vztahem |[|p|| :=
maxo< j<n || pro polynom p(z) = 377 a2, Dokaite, ze linearni operator T' € L(P), ktery
zobrazi polynom na jeho derivaci, T'p := p/, neni omezeny, tj. ||T'|| = cc.

(Hint: Uvazujte posloupnost monomu p,,(x) = z™.)

Cviceni 3.5: Dokazte Vétu 3.6.

Cviceni 3.6: Ukazte, ze funkce f(x,y) = \/|ry| neni diferencovatelna v pocatku.

Cviceni 3.7: Ukazte, ze funkce

3 3

oy = {FE deliy)
’ 0, je-li (x,y) = (0,0),

LN
—~
=

(=)
~—

je spojita v (0, 0), ale neni diferencovatelna v (0, 0).

Cviceni 3.8: Ukazte, ze funkce

f(ﬂj,y, Z) -

%7 je_h (xaya Z) 7& (07070)7
0, je-li (z,y,2) = (0,0,0),

je diferencovatelna v (0,0, 0), pravé kdyz a < 1.
Cviceni 3.9: Ukazte, ze funkce

3

xeTyQ’ je_h (l’,y) 7é (07 O)a

[l y) = {0, je-li (z,y) = (0,0),

ma vSechny smérové derivace v bodé (0, 0), ale neni v bodé (0, 0) diferencovatelna.

Cviceni 3.10: Dokazte, ze pokud vSechny prvni parcialni derivace funkce f : 2 C R" — R
existuji a jsou omezené na okoli bodu a € €2, potom je f spojita v a.
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Cviceni 3.11: Funkci f : Q C R" — R nazyvame konvexni na 2, pravé kdyz je () konvexni
mnozina a plati

(Va,y € Q. # y) (Vi € (0, 1)) (f(te + (1 = t)y) < if(x) + (1= 1)f(y)).

Nahradime-li nerovnost vyse ostrou nerovnosti, nazyva se f ryze konvexni na ). Dokazte, Ze
kazdé lokalni minimum konvexni funkce f na (2 je globalnim minimem f na (2.

Cviceni 3.12: Dokazte, Ze ma-li ryze konvexni funkce lokalni minimum, je toto lokalni mini-
mum jejim jedinym globalnim minimem.

Cviceni 3.13: Necht f : 2 C R" — R a (2 je konvexni. Dokazte nasledujici tvrzeni:

1. Je-li f € C*(Q), potom
fjekonvexni < (Vz,y € Q) (f(y) > f(x)+ Vf(x)(y—x)).

2. Je-li f € C*(Q2), potom

f jekonvexni < (Vz € Q) (V?f(z) je PD nebo PSD) .

Rozmyslete varianty téchto ekvivalenci pro ryze konvexni funkci f.

Cvi¢eni 3.14: Necht A € R™™, m < n a h(A) = m. Doka’te, Ze matice ATA € R™™ je
regularni.

Cviceni 3.15 (Rolleova véta v R"): Necht () C R” je oteviena a omezena mnozinaa f : 2 — R
je spojita na (2 a diferencovatelna na (2. Dokazte, Ze je-li f konstantni na 0, potom existuje

£eQtak,ze Vf(§) =0.
(Hint: Nutna podminka extrému.)

Cviceni 3.16: Necht f : R" — R je diferencovatelna (na celém R"). Pfedpokladejme, Ze f ma
jediny kriticky bod a a v tomto bodé ma f lokalni minimum.

1. Je-lin = 1, potom dokazte, Ze a je globalni minimum f.
2. Je-lin > 1, potom ukazte, ze pfedchozi tvrzeni neni pravdivé.

(Hint: 1. Vyuzijte Rolleovu vétu. 2. Uvazujte funkci f(z,y) = 2* + y*(1 — )3 a ukaite, Ze f ma
v bodé (0, 0) lokalni minimum, které ale neni globalni.)

Cviceni 3.17: Ukazte, ze funkce

o+ 222%sin i, ro x # 0,
f(x) = { o P
0, prox = 0,

je diferencovatelna na R, f'(0) # 0 a ze f neni prostd na zadném okoli bodu = = 0. VSimnéte
si, ze f’ neni spojita v pocatku.
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Cviceni 3.18: Necht n > 2, f : O C R® — Rje tiidy C',a € Qa Vf(a) # 0. Ozn.
M = {z € Q| f(z) = 0}. Dokazte, Ze existuje okoli H, C () tak, ze mnozina H, N M je
grafem funkce n — 1 proménnych ttidy C'.

(Hint: Aplikujte Vétu o implicitni funkci.)

Cviceni 3.19: Necht ¢ : (a,b) — R? je t¥idy C, ty € (a,b) a ¢'(ty) # 0. Dokaizte, ze existuje
otevieny interval I C (a,b), to € I tak, Ze mnoZina ¢(I) je grafem C' funkce, tzn., 7e bud
3f ¢ (o, B) — Rtiidy C* tak, ze ¢(I) = {(z, f(z)) | € (o, )}, nebo Jg : (v,d) — R tidy
C*tak, ze (1) = {(9(y).y) [ y € (7,9)}.

(Hint: Za ptedpokladu, ze ¢ (tg) # 0, definujte F'(x,t) := x — ¢y(¢). Protoze 0. F(x¢,ty) =
—(to) # 0,kde xo := ¢1(to), existuji podle Véty o implicitni funkci oteviené intervaly («, ),
I a C' bijekce w : (o, B) — I tak, ze z = ¢, (t), kde t = w(x), pro véechna = € (o, ). Tudiz
prot € I mame ¢(t) = (P1(t), p2(t)) = (x, pa(w(x)), a tedy f 1= ¢o o w. Je-li ¢y(ty) # 0,
postupuje se analogicky.)

Cviceni 3.20: Necht f : R" — R" je diferencovatelna v bodé a a prosta na okoli a. Dokazte,
7e pokud det D f(a) = 0, potom f~! neni diferencovatelna v bodé f(a).

Cviceni 3.21: Bud V linearni prostor konecné dimenze se skalarnim souc¢inem a £ a F' pod-
prostory V. Dokazte rovnosti:

L. (E+F)r=FEtnFt,
2. (ENF)t=E+ 4 F

Cviceni® 3.22: Pokuste se zobecnit Piklad 3.68 a dokazat, ze mezi véemi jednoduchymi (tj. bez
samoprusekit) n-thelniky s fixnim obvodem ma nejvétsi obsah pravidelny n-thelnik. V limité
n — oo nam vysledek tohoto cviceni naznaci feSeni tzv. izoperimetrického problému: Obsah
vnittku jednoduché uzaviené kiivky s fixni délkou je maximalni v ptipadé kruznice.

(Hint: Oznacte si souradnice vrchold jednoduchého n-uhelniku

(Io, y(])? (.731, yl); sy (Qin,l, ynfl)v ('rnv yn) = (.130, ?Jo)

a hledejte maximum funkce pro plochu n-thelniku

—

n—

S = (xiyiJrl - $i+13/i)

N | —
~
Il
o

za podminky konstantniho obvodu

Z\/ _9311 i—y¢_1)2=Z€i26>0.
=1

Pro zjednoduseni feseni je vhodna komplexni formulace ziskanych rovnic pomoci substituce
2= — Ty (Y — Yim1), @ € N)

Cviéeni 3.23: Urcete vzdalenost elipsy a pfimky v R? uréené rovnicemi:

P +42=1 a z+y=4d
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Cviceni 3.24: Necht a € R", a # 0. Dokazte, 7Ze
L. [la]|7? = min {||z|? | aTz = 1},
2. |la|]| = max {a"z | ||z| = 1}.

Cviceni 3.25:

1. Ukazte, ze maximalni hodnota funkce f(x1,...,%,) = [[_, #7 na mnoziné¢ S = {x €
R™ [ fl=]] = 1} jen ™.

2. Poté dokazte, ze pro kazdé x € R" plati nerovnost:
n
[ il <02l
i=1

3. Nakonec ovérite, ze geometricky priimér n nezapornych ¢isel aq, ..., a, je mensi nebo
roven jejich aritmetickému primeru, tj.

n 1/n
<gai> < %Zai.

Cviceni 3.26: Necht p,g > 1a % + % =1

1. Ukazte, ze pro funkci

fley) = —+ =
p q
plati min{ f(z,y) | z,y >0 A zy =1} = L.
2. Odtud dale odvodte Youngovu nerovnost:
P b
ab < < + —
p q

pro libovolné a, b > 0.

3. Pouzijte predchozi bod k dikazu Hoélderovy nerovnosti:

n n 1/p n 1/q
S
=1 =1 =1

pro libovolné ay, ..., a,,by,..., b, > 0.
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4. Nakonec z Holderovy nerovnosti odvodte Minkowského nerovnost:

(i s + y|> e (Z mwp) L (Z |yz-|p) "’

i=1 =1 =1

pro libovolné x4, ..., 2, 41, ..., y, € R.

(Hint: Bod 3.: Polozte A := (>, af)l/p aB:= (3, b9)"/? a aplikujte 2. bod s @ = a;/A
ab = b;/B.Bod 4.: Vyuizijte toho, ze |z + y|P < |z +y||z +y[P/? < |z||x +y|P/9+ |y||z +y[P/.)
Cviceni”* 3.27: Necht A € R™" je PD matice a a € R". Najdéte extrémy funkce
L r T

flz) = % Azx —a’ .
Cvi¢eni* 3.28: Maximalizujte funkci f(X) = (det X)2 na mnoziné matic X € R™" ~ R"’
spliiujici podminku Tr X7 X = 1.
Cvi¢eni* 3.29: Maximalizujte funkci f(X) = Tr X7 X na mnoZiné matic X € R"" ~ R"’
splnujici podminku det X = 1.
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4 Teorie miry

4.1 Uvod

Jednim z velkych problémt geometrie bylo najit vhodnou matematickou definici pro obsah
nebo objem néjaké oblasti v roviné nebo prostoru. Idealné bychom radi nasli néjakou funkci,
kterd by podmnoziné R" pfifadila nezapornou hodnotu (nebo co) a méla ,rozumné® vlastnosti,
které by byly v souladu s tim, jak intuitivné chapeme pojem obsah ¢i objem. To znamena, Ze
bychom napft. pozadovali, aby sjednoceni dvou disjunktnich mnozin mélo objem rovny souctu
objemt jednotlivych mnozin. Dale bychom ocekavali, ze posunutim mnoziny nezménime jeji
objem a podobné rotovanim nebo zrcadlenim. Nakonec by hledany zobecnény objem mél priradit
zakladnim mnozinam jako je obdélnik, kvadr, atd. hodnoty, jaké bychom c¢ekali, tzn. soucin
délek stran.

Formalizujeme-li si tyto zakladni pozadavky, pak vhodnym kandidatem pro zobecnény ob-
jem by byla mnoZinova funkce p : 28" — [0, oo], kterd mé nésledujici vlastnosti:

i) Je-li By, Es, ... kone¢na ¢i nekonecna posloupnost po dvou disjunktnich mnozin, potom

By UEsU...) = p(Ey) + p(Er) + .. ..

ii) Jsou-li mnoziny E a F' tzv. kongruentni E ~ F', tj. E lze transformovat na [’ posunutim,
oto¢enim a zrcadlenim, potom u(E) = u(F).

iii) Pro objem jednotkové n-krychle mame
([0, 1)) = 1.

Bohuzel zddna mnozinova funkce p, ktera by méla vsechny vlastnosti (i)-(iii), neexistuje,
viz Véta 4.1. Zde se uz dotykame zakladti matematiky nastavenych v teorii mnozin, konkrétné
dikaz avizované neexistence pouziva tzv. axiom vybéru. V celém kurzu realné analyzy neustale
(ml¢ky) pfijimame tzv. ZF axiomatiku teorie mnozin, coz je sada velmi abstraktnich axiomu,
které ukotvuji praci s mnozinami a zbavuji teorii mnozin riznych paradoxt. Zkratka ZF odka-
zuje na matematiky Zermela a Fraenkela, ktefi axiomatiku teorie mnozin sestavili. Casto oviem
s touto zakladni sadou nevystacime a pridavame jesté jeden specialni axiom - axiom vybéru.
Mluvime pak o ZFC axiomatice teorie mnozin (C = ,axiom of Choice”). Axiom vybéru postu-
luje:

Necht T # () je (indexova) mnoZina libovolné mohutnosti a { X, }acz neprazdné a po dvou
disjuktni mnoZiny, tzn. X, N X = 0, pokud o # (3. Potom existuje mnozina C' tak, Ze pro kazdé
a €7 je X, NC jednobodova mnozina.

Tedy mnozina C' vybira z kazdé mnoziny X, jeden prvek. Mize se to zdat piekvapivé,
ale tato vlastnost vybéru neni automaticka, je nezavisla na ZF axiomatice a musi se specialné
postulovat. Pfijmutim axiomu vybéru se matematika stava v mnoha aspektech zajimavéjsi. Jako
uvod do teorie mnozin doporucuji zaujatému ¢tenafi knihu [11].

Véta 4.1: Funkee p : 28" — [0, oo] majici vlastnosti (i)-(iii) neexistuje.

187



Diikaz. Dikaz provedeme jen pro ptfipad n = 1. Ideu dtikazu lze pouzit i pro obecny ptipad
n € N.

Nejprve definujeme relaci ~ na [0,1). Dva prvky z,y € [0, 1) jsou v relaci x ~ y, pravé
kdyz x — y € Q. Snadno se ovéfi, Ze relace ~ je ekvivalence na [0, 1). Potom se interval [0, 1)
rozklada na disjunktni sjednoceni tfid ekvivalence [z] := {y € [0,1) | y ~ x}. Z kazdé z téchto
trid vybereme libovolné jednoho reprezentanta a mnozinu s témito reprezentanty oznacime N.
Zde pouzivame axiom vybéru!

Ozna¢me R := QN [0, 1). Pro kazdé r € R definujeme mnoZzinu

N,:={z+r|zeNn01-r)}U{z+r—1|zeNn[l-r1)}

Mnozina N, neni nic jiného nezZ mnozina N s prvky posunutymi o racionalni r, ovsem pokud pii
posunuti pieteceme z [0, 1) za bod 1, vratime se zleva od 0 zpatky do [0, 1) (m0zete si pfedstavit,
ze koncové body intervalu [0, 1) spojime v kruznici a body posouvame po kruznici).

Ziejmé N, C [0, 1). Déle tvrdime, Ze

(Vy € 0,1))(Fur € R)(y € N,).
Tento vyrok si zaslouzi kratky dukaz:

a) Existence: Necht y € [0, 1). Potom [y] N N = {z} pro né&jaké = € [0, 1) (z je reprezentant
ttidy [y]). Protoze x ~ y, je x — y € Q. Polozime-li

y—x, l’éy,
=
1+y—ux, T >y,

potom je r € R a plati, Ze

_Ja+, rz <y,
r+r—1, x> .

Tudiz y € N, z definice mnoziny N,..

b) FJednoznacnost: Necht y € N, N Ny pro néjaka r,s € R. Lze uvazovat 4 situace. Pokud
napf. je y z prvni mnoziny ze sjednoceni definujici V,, a stejné tak N, potomy —r € N
iy —s € N.Samoziejmé také y —r € [y|iy — s € [y],atudizy — r = y — s, nebot
mnozina je [y] N N je jednobodova. Z posledni rovnosti plyne, ze r = s. Ke stejnému
zavéru dojdeme, budeme-li uvazovat situaciy —r+1€ Nay—s+1 € N.

Na druhou stranu situacey —r€ Nay—s+1€ N,neboy—r+1€ Nay—se N
nenastavaji, nebot napt. z prvni analogickou tivahou vyvodime, ze 1 + r = s, coZ neni
mozné pro r, s € [0, 1).

Dostavame tedy rozklad

0,1)={JMN, (35)

reR
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kde mnoziny N,, r € R, jsou po dvou disjunktni a je jich spocetné mnoho, protoze R je spo-
Cetna mnozina. Pfedpokladejme, Ze existuje p spliujici (i)-(iii). PouZijeme-li vlastnosti (i) a (ii),
dostaneme

W(N) = (N AL [0,1 1))+ u(N A [1—7,1))
=p{x+r|lzeNn0,1-7}H+pu{z+r—1]ze NN[l-r1)}) = u(N,)

pro vSechna r € R. Potom ovSem podle (35) a vlastnosti (i) a (iii) je

1= p(0.1) = 3 () = 3 (V) = /

reR reER

0, pokud p(N) =0
oo,  pokud p(N) >0,

COZ je spor. [

Mohli bychom namitnout, Ze vlastnost (i) pro spocetna sjednocenti je prilis silna a zeslabit (i)
tak, Ze bychom uvazovali pouze kone¢né posloupnosti mnozin. To by ovSem nebylo rozumné.
Jednak je to praveé tato spocetna aditivita j, co umoznuje limitni pfechody v teorii miry, které
jsou zasadni v aplikacich. Navic pro dimenze n > 3 neexistuje ani y spliujici tuto slabsi vlast-
nost (i) spolu s (ii) a (iii), jak vyplyva z nasledujici pozoruhodné véty, kterou dokazali Banach
a Tarski v roce 1924. Dukaz opét vyuziva axiom vybéru.

Véta 4.2 (Banach-Tarski): Necht n > 3 a U,V C R”" jsou neprazdné oteviené a omezené
mnoziny. Potom existuje k£ € N a mnoziny Fy, ..., Ey, F, ..., F, C R" tak, ze

1. Ey,..., E} jsou po dvou disjunktni a Ule E, =U;
2. Fi,..., Fjjsoupo dvou disjunktni a Ule F=V;
3. (Vi € k)(E; a F; jsou kongruentni).

Tedy je mozné vzit kouli velikosti hrasku, rozkrajet ji na kone¢né mnoho dild, ty posu-
nout, otocit, pfip. prevratit tak, Ze jejich slozenim vznikne napf. koule velikosti Slunce. Samo-
zfejmé je nemozné si toto krajeni” geometricky pfedstavit a mnoziny E; a F; budou velmi
bizarni. V kazdém piipadé Banachova-Tarského véta vylucuje existenci jakéhokoliv zobrazeni
w28 — [0, 00], kde n > 3, které by ptitadilo alespori jedné neprazdné oteviené omezené
mnoziné kladné konec¢né ¢islo a spliiovalo vlastnost (i) pro kone¢né posloupnosti a vlastnost (ii).

Problém spociva v tom, Ze se pokousime najit mnozinovou funkci ¢ definovanou na vsech
podmnozinach R". Pokud se ale smifime s tim, ze nebudeme umét méfit nékteré mnoziny a de-
finujeme p jen na néjakém dostatecné bohatém systému podmnozin R", potom jiz bude mozné
najit vhodného kandidata na zobecnény objem (miru), tedy pu, jez bude mit vsechny kyzené
vlastnosti. Omezenim se na tyto tzv. méfitelné mnoziny neptijdeme o moc, nebot v podstaté
vSechny mnoziny, které v praxi chceme umét métit, budou zahrnuty.

Je mimoradné vyhodné, a navic si to nevyzada piili§ prace navic, vybudovat teorii miry
a integralu obecné a neomezovat se pouze na R". Vlastnosti (ii) a (iii) jsou pfimo svazany s eu-
klidovskou geometrii prostoru R"™. Je to pouze vlastnost (i), tzv. o-aditivita, ktera je stézejni
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pro obecnou definici miry p. Mira nemusi mit pouze vyznam objemu, ale objevuje se v mnoha
rozli¢nych aplikacich. Napt. ve fyzice mize mira i reprezentovat rozlozeni hmoty nebo naboje.
Dalsi aplikace jsou napf. v teorii pravdépodobnosti, kde p(E) reprezentuje pravdépodobnost
néjakého jevu E. Zatneme proto budovat obecnou teorii miry na abstraktnich mnozinovych
systémech - tzv. o-algebrach.

4.2 o-algebra

V celé této casti bude X oznacovat neprazdnou abstraktni mnozinu.

Definice 4.3 (Algebra): Neprazdny systém mnozin A C 2% nazveme algebra, pravé kdyz plati:
1. FeA = E°=X\FEe€A,
2. (YneN)(Ey,....,E, e A= U E €A.

Definice 4.4 (0-algebra): Neprazdny systém mnozin A C 2% nazveme o-algebra, pravé kdyz
.LEcA = E°cA,
2. {E}2, c A= UZ EieA

Tedy algebra je neprazdny systém mnozin uzavieny na dopliky a konec¢na sjednoceni,
kdezto o-algebra je uzaviena na dopliky a spocetna sjednoceni. V§imnéte si, ze algebra A je
uzavfena i na konecné priniky, nebot plati

(E: = (U E) .
i=1 i=1
Podobné to plati pro o-algebru a spocetné pruniky. Déle algebra A obsahuje mnoziny (), X,
nebot pro F € Améme () = FNE° € AaX = FUE° € A Kazda o-algebra A je
také algebra, nebot uzavienost na konecna sjednoceni dostaneme tak, ze k danym mnozinam
Ey, ..., E, € Adodefinujeme E; := () € Aproi > n a pouZzijeme uzavienost .4 na spocetna
sjednoceni. Vsimnéte si také, ze v algebie A plati implikace: £, FF € A = F \ E € A, nebot
F\E=FnE-

Poznamenejme jesté, Ze pokud je algebra A navic uzaviena na spocetna sjednoceni posloup-
nosti po dvou disjunktnich mnoZin, potom je A o-algebra. Skute¢né je-li { £; }5°, C A, polozime

o (U)o (Us) et

i=1 i=1

a pak je { F},}>2, posloupnost po dvou disjunktnich mnozin, tj. Vi,j € N, i # j je F; N F; = (),
a

GEn:GFneA.
n=1 n=1

Tento ,trik“, kdy nahradime posloupnost mnozin { E,, }°° ; posloupnosti po dvou disjunktnich
mnozin {F,, }°° ,, je dobré si zapamatovat, protoze ho jesté nékolikrat pouzijeme.
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Priklad 4.5: Systémy A; = {0, X} a A, = 2% jsou o-algebry. Je-li X nespocetnd mnoZina,
potom také

A3z = {FE C X | F je nejvyse spocetna nebo E° je nejvyse spocetna}

je o-algebra (ovéfte).

Jelikoz libovolny prinik o-algeber je opét o-algebra (ovéite) a potenéni mnozina 2% je o-
algebra, miizeme definovat nejmensi o-algebru obsahujici pevné zvolené mnoziny nasledovné.

Definice 4.6 (0-algebra generovana systémem mnozin): Necht ) # £ C 2%. Minimélni o-
algebru obsahujici &, tj. systém

M(E) = ﬂ{A | C A AN Ajeo-algebra},

nazyvame o-algebra generovana systémem .

Nasledujici jednoduché pozorovani budeme casto pouzivat.
Lemma 4.7: Necht () # &£, F C 2%, Je-li £ C M(F), potom M(E) C M(F).

Diikaz. Protoze £ C M(F), je M(F) jednou ze o-algeber A v praniku
M(E)=({A|E C AN Aje o-algebra} .

Odtud plyne M (&) C M(F). O

Dulezitym prikladem je o-algebra generovana otevienymi mnozinami.
Definice 4.8 (Borelovska o-algebra, borelovské mnoziny): Bud (X, 7) topologicky prostor, o-

algebra By := M(7) generovana topologii 7 se nazyva borelovskd o-algebra na X. Prvky Bx
se nazyvaji borelovské mnoziny.

Poznamka: Borelovska o-algebra By zavisi na zvolené topologii na X, i kdyz to explicitné
nevyznacujeme. Systém mnozin Bx je velmi bohaty. Kromé vsech otevienych a uzavienych
mnozin obsahuje By napf. spocetné pruniky otevienych mnozin, tj. Gs mnoziny; spocetna sjed-
noceni uzavienych mnozin, tj. ¥, mnoziny; spocetna sjednoceni GGs mnozin, tj. Gs, mnoziny;
atd.

Zejména borelovské podmnoziny R budou pro nas pozdéji velmi dulezité. Borelovskou o-
algebru lze generovat systémy rtznych typu intervali.

Véta 4.9: Pro kazdé i € 8 plati:

BR :M(EZ),
kde
& :={(a,b) | a < b}, &y :={[a,b] | a < b},
& :={(a,b] | a < b}, Er:={[a,b) | a < b},
Es = {(a,0) | a € R}, & :={(—00,a) | a € R},
Eri={la,) | a € R}, Es = {(—00,a] | a € R}
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Diikaz. Intervaly ze systému &;, i # 3,4 jsou oteviené nebo uzaviené mnoziny. Intervaly z &3
a &4 jsou G5 mnoziny, nebot napf.

=) (w04 1),

n=1

Proto je & C Bg pro kazdé i € 8 a z Lemma 4.7 dostavame inkluzi M(E;) C Bg pro kazdé
i€8.

Ukazeme opacné inkluze. Protoze kazda oteviena mnozina je spocetnym sjednocenim in-
tervalt z &, viz Cviceni 2.50, jsou oteviené mnoziny obsazeny v M (& ). PouzZijeme-li opét
Lemma 4.7, dostavame inkluzi Bg C M(&;).

Nyni sta¢i k ovéfeni inkluzi Bg C M(&;) pro i > 2 ukazat, ze oteviené intervaly (a, b) jsou
obsazeny v mnozinach M(&;) pro kazdé ¢ > 2 a aplikovat opét Lemma 4.7. Napt. pro i = 2
mame

(a,b) = G {%%,b—ﬂ e M(&).

kde ng € N je takové, ze ny > 2/(b — a). Nebo pro i = 6 mame
: ~ Y
(4,) = (~00,8) N (=00, a])* = (~00,5) N (ﬂ (—oo, at 5)) e M(E).
n=1
Ovéreni ostatnich pripadu je prenechano ctenafi jako Cviceni 4.1. [

Pro pozdéjsi potteby si musime zavést tzv. produktovou o-algebru. Zavedeme si ji pouze pro
produkt kone¢né mnoha o-algeber, ackoliv v pfipadé spocetné mnoha o-algeber by definice
i nasledujici tvrzeni zustaly v platnosti v podstaté beze zmén. V pripadé nespocetné mnoha
o-algeber by se uz muselo postupovat trochu jinak.

Definice 4.10 (Produktova o-algebra): Budte n € Na A,,..., A, o-algebry na X3,..., X,,.
Potom o-algebra

A=A D @A = M{E % x E, | B € Aiyi € 2})

se nazyva produktova oc-algebrana X; x --- x X,,.

Lemma 4.11: Necht n € Na A,,..., A, jsou o-algebry na X1, ..., X,,. Potom
A1@ @A, =M{EX1 x -  xX; 1 X E;x Xy x - x X, | B; € Aj,i €n}).
Ditkaz. Inkluze D: Sta¢i si véimnout, Ze pro libovolné i € na F; € A, je
Xy XX Fpx--xX,e{Eyx---xE, | E; € A,i €n} C QA

a aplikovat Lemma 4.7.
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Inkluze C: Jelikoz pro mnoziny F; € Ay, ..., F, € A, mame

F1><---an:ﬁXlx-an-x---xXn
i=1

EMUEXy X xE x--xX,| E; € A,i €n}),
vyplyva i opacna inkluze z Lemma 4.7. []
Lemma 4.12: Necht n € Na X; € & C 2% pro kazdé i € n. Oznaéme A; := M(E;). Potom

A@- A, =M{E, x---xE,| E;€&,i€n}).

Diikaz. Inkluze D: Staci uvazit, ze pro F; € &;, 1 € 0, je

EFix - xE,eAi®  -®A,

a aplikovat Lemma 4.7.
Inkluze C: Nejprve si vS§imneme, zZe pro ¢ € 7 je systém

(ECX;| Xy X XEx---xX,e M{E, X x E, | E; € &,i € a})}

o-algebra obsahujici &; (zde je tfeba piedpoklad X; € &;), a tudiz obsahuje také A; = M(E;).
Tedy pro kazdéi € na F; € A, je

Xy X XFpx---xX, e M{E, x--- X E, | E;€&,ien}).
Potom podle Lemma 4.11 a 4.7 dostaneme

A@- @A, =M{Xy x -  xF;x--x X, | F; € Aj,i € n})
CM({E1><><EH|E16(€Z,Z€TAZ}>

[]

Véta 4.13: Necht n € N, (X1, 7),...,(X,, 7,) topologické prostory a kartézsky soucin X =
X3 x --+ x X, uvazujme s produktovou topologii 7y ® - - - ® 7,,. Potom plati:

1. ® ,Bx, C Bx.
2. Jsou-li navic (X1, 71),. .., (X,, 7,) separabilni metrické prostory, potom ®!" , Bx, = Byx.
Diikaz. 1. Necht U; € 7; pro vSechna i € . Potom U; X --- x U, € 11 ® - - - ® T,,, a proto
MAU x - x U, |Uiemi€n}) CMn®---®71,) = Bx.

Odtud a podle Lemma 4.12 vyvodime ®}_,Bx, C Bx.
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2. Predpokladejme, ze pro kazdé i € n je (X;, 7;) separabilni metricky prostor a oznaéme
C; spocetnou hustou podmnozinu X;. Potom je systém kouli se stfedy v bodech mnoziny C;
a racionalnimi poloméry, tj.

{B.(r) |z € C;,r e R, NQ}
bazi prostoru (X, 7;); ovéfte jako Cviceni 4.2. Oznaéme
E = {Bm(T) | reC,reR,.N Q} U {Xz}

Tedy kazda oteviena mnozina z X, je sjednoceni mnozin z &; a toto sjednoceni je navic nejvyse
spocetné, nebot &; je spocetna. Odtud vidime, ze 7; C M(E;). Dale z Lemma 4.7 plyne Bx, C
M(E;). Navic opa¢na inkluze plati také, protoze &; C 7;. Nakonec tedy dostavame

Bx, = M(&) (36)

pro kazdé i € n.

Protoze je pro kazdé i € n systém &; baze (X;,7;),je & X -+ X E, baze (X, 1 ® -+ @ 7,,),
viz Cviceni 2.45. Uvazime-li navic, ze £ X --- X &, je spoCetna, je kazda oteviena mnozina A
v X spocetnym sjednocenim mnozin z &; X - - - X &,, neboli

Tl®"‘®TnCM<£€1X~--X(€n)

Odtud a z Lemma 4.7 plyne
Bx C M(& x -+ x &,).

Nakonec diky vztahu (36) a protoze X; € &; dostaneme aplikaci Lemma 4.12 rovnost
M x -+ x £,) = @, Bx,,
atudiz Bx C ®;_,Bx;. O

Realna ¢isla s obvyklou topologii tvofi separabilni metricky prostor, a proto plati nasledujici
okamzity disledek

Dusledek 4.14: Pro kazdé n € N plati:

Brn =Br® - ® Bg .
—_———

nkrat

Tuto sekci uzavieme jednim pomocnym tvrzenim, které pouzijeme pozdéji.

Definice 4.15 (Elementarni systém): Systém mnozin & C 2% nazyvame elementdrni systém,
prave kdyz plati:

1. 0 e&.

2. Je-li E,F € &, potom ENF € &.
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3. Je-li E € &, potom je E° kone¢nym sjednocenim po dvou disjunktnich mnozin z €.

Lemma 4.16: Bud £ C 2% elementarni systém. Potom systém mnozin A, které jsou tvoieny
konec¢nymi sjednocenimi po dvou disjunktnich mnozin z £, je algebra.

Ditkaz. Ovéfime uzavienost A na komplement a kone¢na sjednoceni.
1. Uzavienost A na koneéné sjednocent: Je-li A, B € A, potom A = UF_|A;a B = Uélej,
kde {A;}F_,, {Bj}ézl cfa

AuUB=AU---UA,UBU---UB,.
Proto staci dokazat implikaci
Ay,...,A, €€ = A U---UA, €A

pro kazdé n € N, coz provedeme indukei.
Piipad n = 2: necht A;, Ay € &. Podle vlastnosti 3. elementarniho systému £ je A5 =
UL, Cj, kde {C}7L, C € jsou po dvou disjunktni. Potom

AN A =AnA=AnJG=JAanCeA
j=1 j=1
nebot mnoziny A; N C}, j € 1, jsou po dvou disjunktni. Z toho dale vyplyva, ze
A1UA2 - (Al\AQ)UAQ S ./4

Indukéni krok n—1 — n: Pfedpokladejme, ze Ay, ..., A, € &.Dle indukéniho predpokladu
jeA U---UA,_; € A atudiz existuji po dvou disjunktni mnoziny B, ..., B,,, € £ tak, ze

n—1 Mp
UJa={JB:
i=1 j=1
Potom mame . - .
Uai=A.ulUB =40 B\ 4n).
i=1 Jj=1 Jj=1

Jelikoz mnoziny B;\ A,, € A dle pfedchoziho kroku a jsou opét po dvou disjunktni, 1ze posledni
vyraz napsat jako kone¢né sjednoceni po dvou disjunktnich mnozin z £, tedy patfti do A.
2. Uzavienost A na komplement: Bud A € A. Potom A = U A;, kde A;,..., A, € £
a pro kazdé i € n mame
ki
A= Bl
j=1

kde Bi, ... B,ii € & jsou po dvou disjunktni. Odtud mizeme A€ vyjadrit jako
n n k;
A=NAa=NUB =U{B,n---nB} |[1<ji<hkjicn}cA
i=1

i=1j=1
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V posledni rovnosti jsme pouzili (nékolikandsobné) de Morganuv zdkon AN (BUC) = (AN

B) U (AN Q). Je tieba si také uvédomit, ze mnoziny B} N---N B} a B, N---N B} jsou
n J1 In

disjunktni, kdykoliv je j; # j! alespon pro jedno i € n. ]

4.3 Mira
Definice 4.17 (Mira, méfitelny prostor, prostor s mirou, méfitelna mnozina): Necht A4 C 2X
je o-algebra na X. Mnozinovou funkei p : A — [0, oo] spliujici

1. p(0) =0,

2. je-li {E;}52, C A posloupnost po dvou disjunktnich mnozin, potom

1 (U Ej> = Z w(E;) (tzv. o-aditivita ),
j=1 j=1

nazyvame mirana X (nebo na (X, .A)). Uspofadanou dvojici (X, .A) nazyvame méFitelny pro-
stor, uspotadanou trojici (X, A, 1) prostor s mirou a mnoziny o-algebry A méfitelné mnoziny.

Poznamka: Uvédomte si, Zze mira y je i kone¢né aditivni, tj. prolib.n €e Na Ey, ..., E, € A

po dvou disjunktni plati:
[t (U Ej) => u(E)),
j=1 j=1

nebot sta¢i polozit E; := () pro j > n a pouzit vlastnosti 1. a 2. z definice miry.

Definice 4.18 (Kone¢na mira, o-kone¢na mira): Necht (X, .4, 1) je prostor s mirou. Mira
se nazyva konecénd, pravé kdyz pu(X) < oo. Mira u se nazyva o-konecnd, pravé kdyz existuje
{E,}50, C Atak, ze U E, = X a u(FE,) < oo pro véechnan € N.

Poznamka: Je-li © koneéna mira, potom (VE € A)(u(E) < o0), nebot u(E) + u(E€) =
w(X) < oo, z Eehoz plyne u(E) < u(X) < oo. Nastésti vétsina mér, se kterymi pracujeme
v aplikacich, jsou alespon o-konec¢né. Miry, které nejsou o-konecné, maji radu patologickych
vlastnosti.

Uvedme si nékolik prikladt mér.
Piiklad 4.19 (Diracova mira): Necht X # f)a A = 2% azy € X. Prokazdé £ C X definujme

5,0 () = 1, pokud xy € E,
0 o, pokud zo ¢ E.

Snadno se ovéfi, ze d,, je mira na X a nazyva se Diracova (delta) mira v bodé x.

Piiklad 4.20: Necht {z,}>°, C X a {a,}); C [0,00), kde N € NU {oo}. Potom 1 defino-
vana pro kazdé F© C X vztahem

W(E) =3 4., (E)
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. N » ’ . et a1 e N
je o-kone¢na mira (ovéfte). Mira y je kone¢na, pravé kdyz > " a,, < .

n=1
Piiklad 4.21 (Po¢itaci mira): Necht X # () a A = 2%. Pro F C X definujme u(FE) := |E|,
tj. u(E) je pocet prvklt mnoziny F. Potom i je mira na X a nazyva se pocitaci mira. Mira p je
konecna, praveé kdyz je X konec¢na a p je o-konecna, prave kdyz je X nejvyse spocetna.

Priklad 4.22: Necht X je nespocetna a
A ={F C X | F je nejvyse spofetna nebo E° je nejvyse spocetna}.
Mnozinova funkce y definovana na A vztahem

(B) = 0, pokud je E nejvyse spocetna,
H 1, pokud je E° nejvySe spocetna,

je mira na X (ovéfte).

Piiklad 4.23: Necht X je nekone¢na mnozina a A = 2% MnoZinova funkce ;. definovana na
A vztahem

00, pokud je E nekonecna,

0, pokud je E konecna,
n(E) = {

neni mira na X, nebot i neni o-aditivni (je pouze konecné aditivni).
Zakladni vlastnosti mér shrneme v nasledujicim tvrzeni.

Véta 4.24: Necht (X, A, 1) je prostor s mirou. Potom plati:
1. Monotonie: Je-li £, F € Aa E C F, potom u(E) < u(F).
2. Subaditivita: Je-li { £, }2°, C A, potom
(U < Xue
n=1 n=1
3. Spojitost zdola: Je-li {E,,}°°, C Aa E, C E,; pro vsechnan € N, potom
" (L_Jl En) = lim p(E,).
4. Spojitost shora: Je-li {E,}>°, C A, E, D E, pro viechnan € Na pu(E;) < oo,

potom
g (ﬂ E) = g, W(ER).

n=1
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Ditkaz. 1.Je-i E,F € AaE C F,potomje ' = FU (F \ E), kde mnoziny E a F'\ E jsou
disjunktni. Pfihlédneme-li jesté k tomu, ze F'\ E' € A, dostaneme p(F') = p(E) + u(F\ E) >

u(E).
2. Necht {E,, }°°, C A.Polozme F; := E; a

Fk = Ek \ (U E]>

Jj=1

pro k > 2. Potom jsou mnoziny z {F,}°°, po dvou disjunktni a U® | E, = UX | F,,. Navic
podle jiz dokazaného tvrzeni 1. je u(F,) < p(E,) pro kazdé n € N. Odtud a ze o-aditivity

dostane M(GEH>:M<U ) ZM <gM(E

n=1 n=1

3.Necht {E,}>°, C Aa E, C E,; pro viechnan € N. Polozme FEj := (). Potom

M(G&): (UE\Enl> i E\Enl_hmZuEk\Ekl)

n=1

n—oo

:limu< Ek\Ek1>—hm,u ) -

4. Necht {E,}>2, € A, E, D E,;1 pro véechnan € N a u(F;) < oo. Polozme F,, :=
Ey \ E, pron € N. Potom F,, C F,,.1 a u(F1) = u(E,) + pu(F,) a pro viechna n € N. Déle si
vS§imneme, ze F; lze rozlozit na sjednoceni dvou disjunktnich mnozin

“(U)(05)

Odtud a s vyuzitim jiz dokazaného tvrzeni 3. dostaneme

,U(El):M<U )+u<ﬂE ) :T}E&U(Fn)‘F,U(ﬂEn)

n=1
= u(Ey) — TLIL)IEO'U(EH) + (q En> :

V poslednim vyrazu se nevyskytuje rozdil nekonecen, protoze je u(E,) < u(E;) < oo pro
kazdé n € N. Navic mtizeme odecist (E; ) od obou stran rovnice a dostaneme tvrzeni véty. [J

Poznamka: Predpoklad p(F;) < oo v 4. tvrzeni lze nahradit pfedpokladem p(E,) < oo
pro néjaké n € N, ale nelze ho zcela vypustit. Napt., je-li 4 pocitaci mira na (N,2) a E,, =
{n,n+1,...}, potom N2, E, =0, ale u(E,) = oo pro kazdé n € N.
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Definice 4.25 (MnoZina nulové miry): Necht (X, A, y1) je prostor s mirou. Rekneme, 7e F € A
je mnozina nulové miry nebo také p-nulova mnozina, pravé kdyz u(E) = 0.

Nasledujici tvrzeni, které okamzité vyplyva ze subaditivity miry, budeme casto pouzivat.
Véta 4.26: Spocetné sjednoceni mnozin nulové miry je mnozina nulové miry.

Definice 4.27 (Terminologie ,skoro v§ude®): Bud (X, A, 1) prostor s mirou a A C X. Plati-li
néjaké tvrzeni o bodech x mnoziny A az na mnozinu bodd z mnoziny nulové miry, fikame, Ze
toto tvrzeni plati skoro vsude v A (zkracujeme s.v.) nebo pro skoro vsechna v € A. Chceme-li
zdlraznit zavislost na mife y, fikame j-skoro v§ude v A nebo pro pi-skoro vsechna x € A.

Piiklad 4.28: Na méfitelném prostoru (N, 2Y) definujme miru y tak, ze u(F) udava pocet
sudych cisel v mnoziné £/ C N. Potom jsou pravdivé vyroky ,Skoro vsechna pfirozena ¢isla

jsou suda.” nebo ,Pro u-skoro vsechna n € N plati, ze n je sudé.“, nebot (2N — 1) = 0 dle
definice p.

Je-li u(F) = 0a F C E, potom z monotonie miry plyne, ze j1(F') = 0, ale jediné za pted-
pokladu, ze F' € A. MnoZina F’ by totiz nemusela byt méfitelna, a potom by vyraz j( F') nemél
dobry smysl. Miry, jejichz defini¢ni obor obsahuje vsechny podmnoziny nulovych mnozin, se
nazyvaji uplné.

Definice 4.29 (Uplna mira): Bud (X, A, ) prostor s mirou. Mira x1 se nazyva tplnd, pravé kdyz
VFe A, u(F)=0)(ECF = EcA).

Prace s neuplnymi mirami mtze pusobit nepfijemné potize. Nastésti defini¢ni obor kazdé
miry lze rozsifit a dodefinovat miru tak, ze dostaneme miru uplnou. Konstrukei zuplnéni miry
ukazuje nasledujici véta.

Véta 4.30 (O ztplnéni miry): Bud (X, A, 1) prostor s mirou. Oznaéme N := {N € A |
u(N) = 0} a definujme

A={EUF|E€A aF C N pronéjaké N € N'}
a mnozinovou funkci 77 : A — [0, 0c] vztahem

H(EUF):=u(E), kde E € AaF C N pronéjaké N € N.

Potom je A o-algebra a Ji dobfe definovana tiplna mira na X. Navic 7 je jedina mira na (X, A)
takova, ze i [ A = L.

Ditkaz. Nejprve ovéfime, ze A je o-algebra. JelikoZ jsou oba systémy A i N uzaviené na spo-
¢etna sjednocent, viz Véta 4.26, je také A uzaviena na spocetné sjednoceni.

Ukazeme uzavfenost A na dopliiky. Necht EUF € A, kde E € AaF C N € N.Bez tjmy
na obecnosti mizeme predpokladat, ze E N N = (), jinak bychom nahradili ' a N mnoZinami
F\ EaN\ E.Nynidiky tomu,ze ENN = {,plati EUF = (FEUN) N (N°U F). Potom
mame

(EUF)=(EUN)°U(N°UF)*=(EUN)°U(N\F).
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Protoze (EUN) € AaN\ F C N € N,plyne odtud, ze (E U F)¢ € A.

Dale ovéfime, e 7i je dobte definovana na A piedpisem ji(E U F) := u(E),kde E € Aa
F C N € N, tedy ze hodnota i( E' U F') nezavisi na rozkladu mnoziny £E'U F. Pfedpokladejme,
ze BEyUF = FhbUF, kde E; € AaF, C N; € N proi € {1,2}. Protoze E; C E, U F} =
E> U Fy, C Ey U N5, mame

p(Er) < p(Er UN2) < p(Es) + p(Na) = p(Es).

Analogicky odvodime i opa¢nou nerovnost p(Ey) < p(FEy), atedy p(Ey U Fy) = p(Ey) =
1(E2) = (B2 U Fy).

Ziejmé 7i(0) = m(0 U 0) = p(d) = 0. Pro ovéteni o-aditivity i uvazujme posloupnost
{E, U F,}°>, C A po dvou disjunktnich mnozin, kde £, € Aa F,, C N, € N pro kazdé

n € N. Protoze
JE.uF,) = (U En) U (U Fn> ,
n=1 n=1 n=1

kde U, E, € AalU® F, C U N, € N podle Véty 4.26, dostaneme

ﬁ(QEnUFn)—M(DEn>—gu( iﬁE UF,)

n=1

Dale ovéfime tiplnost miry fi. Necht EUF € A,kde E € AaF C N e N,afu(EUF) = 0.
Odtud plyne, ze ;1(E) = 0, neboli E € N, a proto také EUN € N. Potom pro lib. podmnozinu
ACFEUF,plati,ze A=(0U A, kde A C EUNGN,atedyAG./Tl.

Nakonec zbyva dokazat tvrzeni o jednoznacnosti. Predpokladejme, Ze v je mira na (X, A)
takova, ze (VE € A)(v(E) = u(E)). Ukdzeme, 7e v = fi. Necht EUF € A, kde E € A
aF C N e N.Potom0 = u(N)=wv(N)aplati

V(E)<v(EUF)<v(EUN)<v(E)+v(N)=rv(E),
neboli v(F) = v(E U F), a proto
VEUF)=v(FE)=uFE)=nEUF).
Protoze byla £ U F' € A volena libovolné, dokazali jsme, ze v = [i. ]

Definice 4.31 (Zaplnéni): Miru 7z z Véty 4.30 nazyvame ziiplnéni miry p a o-algebru A ziipl-
nénim o-algebry A.

4.4 Vnéjs$i mira
Cilem této casti je vysvétleni tzv. Carathéodoryho konstrukce, coz je metoda konstrukce miry
z tzv. vnéjsi miry.

2X

Definice 4.32 (Vnéjsi mira): MnoZinovou funkci p* : 2% — [0, oo] spliiujici:
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1 p(0) =0,
2. je-li A C B C X, potom p*(A) < p*(B),

3. je-li {A,}>2, C 2%, potom

A(0) =S
1 n=1

n—

nazyvame vnéjsi mirana X.

Pujdeme jesté o krok zpét a pred samotnou Carathéodoryho vétou si ukdzeme jeden obvykly
zpusob zavedeni vnéjsi miry. Na zacatku procesu je dan néjaky ,systém zakladnich mnozin®
& C 2% (napt. obdélniky v R?), které umime ,zméfit“ danou mnoZinovou funkci definovanou
na & (napf. obsah obdélniku). Potom libovolnou mnozinu A C X aproximujeme ,z vnéjsku®
pokrytim spocetné mnoha mnozinami z £ (pokryjeme A obdélniky) a definujeme vnéjsi miru
jako infimum takovych aproximaci (spocitdme cosi jako ,vnéjsi obsah“ mnoziny A). Pfesnou
formulaci a duikaz, Ze takto dostaneme skute¢né vnéjsi miru na X, ukazuje nasledujici véta.

Véta 4.33: Necht £ C 2¥ ap : £ — [0,00] jsou takové, ze ), X € £ a p(d) = 0. Potom
mnozinova funkce p* definovana pro kazdé A C X vztahem

{E,}o0,Cc&aAC O En} (37)

n=1

i (A) = inf {prn)

je vnéjsi mira na X.
Poznamka: Definice (37) je v pofadku, nebot mnozina v infimu je vzdy neprazdna, sta¢i polozit
E, := X prokazdén € N.

Diikaz Véty 4.33. Ziejmé p*(()) = 0, staéi v (37) polozit F,, := () pro vsechna n € N. Také je
snadno vidét, ze pokud A C B, potom p*(A) < p*(B), nebot kazdé spocetné pokryti mnoziny
B mnozinami z £ pokryva také A.

Staci tedy ovéfit spocetnou subaditivitu p*. Necht {4, }°°, C X. Zvolme € > 0 libovolné
ale pevné. Z definice infima plyne, ze pro kazdé n € N existuje {E](") 321 C € tak, ze

00 . 00 . . c
AnCUEJ(-) a Zp(Ej( )>§H(An)+2_n-

j=1 j=1

Potom ovSem

G A, C G g™
n=1 n,j=1
a 00 00 00 00
oo (E(”’> <Y u(An) + 622% =Y WA +e
n,j=1 n=1 n=1 n=1



z ¢ehoz plyne
pw (U An> < Z,LL*(An) + €.
n=1 n=1

Jelikoz bylo € > 0 voleno libovolné, dostavame tak kyzenou nerovnost

w (U An) < ZN*(An)'
O

Vratme se nyni k pivodnimu zaméru konstrukce miry z dané vnéjsi miry p*. Fundamen-
talnim krokem konstrukce je vhodné zazeni vnéjsi miry p* na tzv. p*-meritelné mnoziny.
Definice 4.34 (*-méfitelnd mnozina): Necht p* je vnéjsi mira na X. Mnozina A C X se
nazyva p*-méritelna, praveé kdyz

(VE € X) (1" (E) = w*(E 1 A) + ' (E 0 A9).

Poznamka: Nerovnost u*(F) < p*(ENA)+p*(ENA°) je splnéna automaticky diky spocetné
subaditivité vnéjsi miry p*. Navic pokud p*(E) = oo, plati druha nerovnost p*(E) > p*(EN
A) + p*(E N A°) trividlné. Neboli k tomu, aby mnozina A byla p*-méfitelna je nutné a staci,
aby platilo:

(VE C X, 1 (E) < 00) (1" (B) > (B A) + (B 1 A%)

Carathéodoryho vymezeni p*-méfitelnych mnozin, které stavi na historicky starsi (nepa-
trné odlisné) Lebesgueové charakterizaci méfitelnych mnozin, je v teorii miry zcela zasadni.
Abychom tuto volbu aspon z ¢asti motivovali, pfedpokladejme na chvili, Ze £ je mnozina
zékladniho systému, o kterém jsme mluvili v Gavodu k této ¢asti a navic A C E (napf. ob-
délnik obsahujici A). Potom rovnost p*(E) = p*(E N A) + p*(E N A°) plati, pravé kdyz
w(A) = p*(E)—p*(ENA). Rozdil p*(E)—p* (ENAC) bychom mohli interpretovat jako vnitrni
miru mnoziny A. Z tohoto pohledu p*-méfitelnost A vyjadiuje ,rozumné chovani“ mnoziny A,
totiZ shodu mezi vnitini a vnéjsi mirou A. Divod, pro¢ od nadmnoziny zékladniho systému pre-
chéazime k libovolné mnoziné £ C X, je, ze zizenim vnéjsi miry p* na systém p*-méfitelnych
mnozin, ziskdme Gplnou miru, jak dokazeme v nasledujici véte.

Véta 4.35 (Carathéodory): Bud p* vnéjsi mira na X a M* := {A C X | A je p*-méfitelna}.
Potom M* je o-algebrana X a i := p* [ M* Gplna mira na X.

Diikaz. 1) Abychom ovéfili, ze M™ je o-algebra, ukaZzeme nejdrive, ze M* je algebra, a poté ze
je uzaviena na spocetna sjednoceni po dvou disjunktnich mnozin. Systém M* je neprazdny,
nebot () € M*. Dale z definice p*-méfitelnosti je jasné, ze A je p*-méfitelna, pravé kdyz A¢ je
w*-méfitelna, a proto je M™* uzavieny na doplnky.

Ukazeme uzavienost M* na kone¢na sjednoceni. Necht A, B € M*a E C X.Potom

pr(E) = p (ENA) + p*(EN A9
= (ENANB)+ " (ENANBY) +p (ENANB) + u(ENA°N B°).
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Protoze AUB = (AN B)U (AN B°) U (A°N B), vyplyva ze subadivity p*, Ze
W(ENANB)+ " (ENANBY)+ " (ENA°NB) > " (EN(AUB))
a odtud dale
§(B) > (BN (AUB)) + (BN A° 1 BY)
= (EN(AUB))+ " (EN(AUB)°).
To znamen4, e AU B € M?*, a M* je tudiz algebra. Navic je-li AN B = (), mame
p(AUB) = p ((AUB)NA) +p (AU B) N A%) = p*(A) + p*(B)

neboli * je aditivni na algebie M*.

2) Dale ovéfime, Ze M™ je uzavieny na spocetna sjednoceni posloupnosti po dvou dis-
junktnich mnozin. Necht tedy je {A4,,}5°, C M* posloupnost po dvou disjunktnich mnozin.
Oznacéme si

B, = LnJAk a B:= GAk‘
k=1 k=1

Potom pro lib. £ C X an > 2 plati
p(ENB,)=p(ENB,NA)+u(ENB,NAY) =p(ENA,)+ p (ENB,1),

z ¢ehoz indukci vyplyva, Ze

n

p(ENB) = (B 4y)
k=1

pro kazdé n € N. ProtozZe je B,, € M?*, dostavame z posledni rovnice a také z monotonie vnéjsi
miry pu*, zZe
p(B) = i (BN B+t (BB > 3w (B0 A + (BN BY)
k=1

pro kazdé n € N. Posleme-li n — oo, vyvodime odtud a ze spocetné subadivity p*, ze

p(E) > iu*(E NAg) + " (ENBY) = p* (G EN Ak> + p(EN B
— M(ENB)+ 1" (ENBY) > w*(E).

Z toho plyne, ze B € M*, atedy M* je o-algebra. Navic protoze vSechny nerovnosti v posled-
nim vypoctu plati jako rovnosti, dostavame specialné, ze

w(E) = u(ENA)+u*(EN B
k=1

[e.9]
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pro kazdé ¥ C X. Polozime-li £ = B, vyvodime rovnost
w (U Ak) = u*(B) =Y p (BN A +pu (BB =Y (A

k=1 k=1 k=1

To znamena, ze u* je o-aditivni na M?*, a proto je p := p* [ M* mira.

3) K dokonéeni dikazu zbyva ovérit iplnost miry p. Predpokladejme, ze A € M* takova,
ze l(A) = 0. Bud B C A. Potom je pu*(B) < pu*(A) = u(A) = 0, tedy p*(B) = 0. Déle pro lib.
E C X vyplyva z vlastnosti vnéjsi miry p*, ze

pH(E) < p (ENB)+p (BN BY) < p*(B) +p* (BN BY) = p(EN B°) < p*(E),
z ¢ehoz plyne, 7e B € M*. ]

Prvni aplikaci Carathéodoryho véty bude konstrukce miry z tzv. pramiry (premeasure), coz

je ,mira na algebfe”. Tuto konstrukci vyuzijeme hned v nasledujici ¢asti k definici Lebesgueovy
miry na R.

Definice 4.36 (Pramira, kone¢né a o-koneéna pramira): Necht A C 2% je algebra na X. Mno-
zinovou funkei o : A — [0, 00| spliujici

1. Mo(@) =0,

2. je-li {A,}°°, C A posloupnost po dvou disjunktnich mnozin takova, ze UX A, € A,

potom
Ho (U An) = ZMO(An)a
n=1 n=1

nazyvame pramira na X. Pojmy konecna resp. o-konecna pramira se definuji stejné jako pro
miry.

Poznamka: Vsimnéte si, Ze pramira je konec¢né aditivni, tzn., Ze pro po dvou disjunktni mno-

ziny Aq, ..., A, € Aplati
1o (U Aj) = uo(Ay),
et =1

nebot stac¢i polozit A; := () pro j > n a aplikovat vlastnosti 1. a 2. Odtud také plyne, ze pro
A,B € A, A C B plati pg(A) < po(B), protoze g(B) = po(A) + po(B \ A) > po(A).
Uvédomte si, ze B\ A = BN A° € A, jak plyne z vlastnosti algebry A.

Pramira 4 na algebfe A jisté vyhovuje pfedpokladim Véty 4.33 (kde £ = A a p = py),
a proto je vztahem

N inf{z 1o(Ay) ’ {Ag, cAaEC| An} (38)
n=1 n=1
definovana vnéjsi mira na X. Tato vnéjsi mira ma navic nasledujici vlastnosti.
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Lemma 4.37: Necht A C 2% je algebra, ji pramira na A a p* vnéjsi mira definovana vzta-
hem (38). Potom plati:

Lop* [ A= po,
2. (VA € A)(A je p*-méfitelna).

Ditkaz. 1.Bud E € Aa{A,}>2, C Atakova, ze E C U2 | A,,. Pro kazdé n € N polozme

n—1
B,:=EnN (An\ UAJ) :
j=1

Potom jsou B,, € A z vlastnosti algebry A a navic B,, N B,,, = () pro m # n. Déle je

OBn:EmGAn:EeA.
n=1 n=1

Proto plyne z 2. vlasnosti pramiry, ze pio(E) = > o pio(By). VyuZzijeme-li jesté toho, ze
to(Br) < po(An), nebot B, C A, ziskame nerovnost

po(E) < Z fo(An),

ze které plyne po(F) < p*(E).
Opacna nerovnost u*(E) < po(E) plati trividlné, nebot v definici (38) stadi vzit A; := F
a A, ;= pron > 2.Celkem jsme tedy ukézali, ze (VE € A)(u*(E) = uo(E)), cozje 1. tvrzeni.
2.Budte A € Aa E C X.Z vlastnosti infima vyplyva, Ze pro libovolné ¢ > 0 existuje
posloupnost {A,,}>°, C Atakova, ze B C U2 A, a

S holAn) < ' (B) + e

Potom z aditivity z na A dostaneme

WH(E) + e > i,uo(An nA) + iuo(An NAS) > (BN A) + p* (BN A9,

n=1 n=1
Jelikoz je ¢ > 0 libovolné, vyplyva odtud, ze p*(E) > p*(E N A) + p*(E N A°) neboli A je
w*-méfitelna. [

Nasledujici véta ukazuje, jak pramira urcuje miru, a shrnuje jeji vlastnosti. Jeji dikaz vyuzi-
vajici Carathéodoryho Véty 4.35 nalezli nezavisle na sobé matematici H. Hahn a A. Kolmogorov,
avsak ptvodni objev této véty je pripisovan M. R. Fréchetovi.

Véta4.38: Necht A C X je algebra, ;4o pramira na A a p* vnéjsi mira definovana vztahem (38).
Potom plati:
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1. Mnozinova funkce p := p* | M, kde M := M(A) je o-algebra generovana A, je mira
na X takova, ze iu [ A = pp.

2. Je-li v dalsi mira na M takova, ze v [ A = pig, potom (VE € M)(v(E) < p(E)). Pokud
je navic u(E) < oo, plati dokonce rovnost v(E) = u(E).

3. Je-li jp o-konec¢na pramira, potom je i jedind mira na M takova, ze p [ A = po.

Diikaz. 1. Oznatme M* o-algebru p*-méfitelnych mnozin, viz Véta 4.35. Podle Lemma 4.37
je A C M*, a proto je podle Lemma 4.7 také M C M*. Carathéodoryho Véta 4.35 fika, ze

g = p* | M* je mira na (X, M*), a proto také p := p* | M = | M, jakozto mira
zUzena na o-algebru M C M?*, musi byt p mira na (X, M). Nakonec aplikujeme-li 1. tvrzeni
Lemma 4.37, dostaneme pro lib. A € A rovnost po(A) = p*(A) = p(A), coz implikuje, Ze

w A= po.
2. Necht v je mira na (X, M) takova, ze v [ A = pp. Bud E € M a {A,}>>, C A takova,
ze E C UX | A,. Potom z monotonie a subaditivity miry v plyne

o

<3 u(a) = 3 mla
n=1 n=1
Prechodem k infimu pfes mnoziny {A,}2°, C A takové, ze E C U2 | A,, odtud vyvodime

v(B) < 1" (E) = p(E). (39)

Polozime-li A = U2 | A, pro {A,}22, C A, vyplyva ze spojitosti mér v a p zdola, ze

v(A) nh_)n;@u ( ) = nh_)ngou (U A, ) w(A). (40)

j=1
Pokud je E € M, u(E) < o0, lze z definice infima najit k libovolnému ¢ > 0 posloupnost
{A,}5°, C Atakovou,ze E C A=U° A,

E)+e>) (A
n=1

neboli u(A\ E) = pu(A)—u(E) < e. Uvédomte si, Ze v posledni rovnosti vyuzivame predpoklad
(E) < oo. Potom z jiz dokézané nerovnosti (39) a rovnosti (40) vyplyva, ze

p(E) < p(A) = v(A) = v(E) + v(A\ E) <v(E) + p(A\ E) < v(E) + e

JelikoZ bylo € > 0 voleno libovolné, dostavame p(F) < v(E). Tudiz u(E) = v(E) pro E € M
splijici p(E) < oo.

3. Pfedpokladejme opét, Ze v je mirana (X, M) takova, ze v | A = g a Ze jip je o-koneéna
pramira. Potom existuje {4, }°°, C A tak, ze

||C:

X=JA a (VneN)(u(An) = pu(A,) = v(A,) < 00).
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Bez ijmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze mnoziny z { A, };2, jsou po dvou disjunktni,
jinak bychom vzali A, := A, \ U?;llAj. Potom pro £ € M dostaneme s vyuzitim jiz dokaza-
ného bodu 2. a o-aditivity mér rovnost

pE) =Y wENA) =Y v(ENA,) =uv(E).

n=1
Atedy p = v. [

Ctenaf si mohl v dikazu Véty 4.38 viimnout, Ze dan4 pramira /i na algebie A uréuje dvé
miry: p = p* [ Map=p* | M*. Znaceni [t jsme také pouzili pro zaplnéni miry p. Je-li p
o-konecna pramira, je skute¢né iz zaplnénim miry .

Véta 4.39: Necht A C X je algebra, py o-kone¢na pramira na 4 a u* vnéjsi mira definovana
vztahem (38). Potom je mira fi := p* [ M™ zGplnéni miry p := p* | M.

Diikaz. Podle Véty 4.30 sta¢i dokazat, e M* = M = {EUF | E € M,F C N € N}.K
tomu pouzijeme nasledujici pomocné tvrzeni, jehoz ditkaz je pfenechan ctenafi jako Cviceni 4.3.
Ozna¢me A, systém spocetnych sjednoceni mnozin z A a A,s systém spocetnych prunikia
mnozin z A,.

Lemma 4.40: Je-li ;1o 0-kone¢na pramira na algebte A, potom
EFEeM' & (3BeAy, ECB)(u(B\FE)=0).

Dokazeme inkluzi M* C M.Necht G € M*. Potom G¢ € M* a podle Lemma 4.40 existuje
B € A5, G° C Bap*(B\ G = u(BNG) = 0. Jelikoz je M o-algebra obsahujici A, také
Ays C M.Oznaéme E := B° € M aF := GN B.Potomje G = EUF aG tedy bude v M,
najdeme-li y-nulovou nadmnozinu N D F.

Aplikujme Lemma 4.40 je$té jednou, tentokrat na mnozinu G. Potom existuje C' € A,s,
G C Cap*(C\G)=0.Polozime-li N := BN C, bude

F=GNBcCNB=N,
a protoze G € M*, plati také
pu(N)=p*(BNC)=p (BNCNG)+pu (BNCNG) =u (BNG)+ u*(C\G)=0.

Dokézeme opaénou inkluzi M C M*. Necht G € M. Potom G = E U F pro néjaka
Ee MaF C N C N.Jelikoz EUN € M C M?*, existuje podle Lemma 4.40 mnoZzina
D e Aystak,z2e EUN C Dap*(D\ (FUN))=0.Dale z u*-méfitelnosti mnoziny £ U N
vyvodime, Ze

p(D\G) =p (DNG)N(EUN)) +p (DN G)N(EUN))
= (N\F)+p"(D\ (EUN)) < pu(N)+p"(D\ (EUN)) = 0.
Nasli jsme tedy D € A,s, G C D, pro kterou je p*(D \ G) = 0, coZ znamen4, ze G € M* opét

podle Lemma 4.40.
]
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4.5 Borelovské miry na realné primce

Nyni mame vse pfipravené k tomu, abychom mohli zavést miru na bohatém systému pod-
mnozin R, ktera intervalim pfifazuje jejich délku. Ve skute¢nosti mizeme zkonstruovat bez
vyraznéjsich komplikaci daleko obecnéjsi tfidu tzv. borelovskych mér na R.

Definice 4.41 (Borelovska mira): Necht (X, 7) je topologicky prostor. Mira y definovana na
o-algebfe borelovskych mnozin By se nazyva borelovska mira na X.

Abychom motivovali nasledujici postup, uvazujme borelovskou miru ;o na R a jeji tzv. dis-
tribucni funkci F'(z) := p ((—o0, z]). Hodnoty takto definované funkce /' nemusi byt kone¢né.
Nyni pro jednoduchost piedpokladejme, Ze u je takova, aby hodnoty F' byly v R. Potom F je
neklesajici a zprava spojita funkce. Prvni vlastnost plyne z monotonie miry y, viz 1. tvrzeni
Véty 4.24, nebot pro z < y je (—oo,z] C (—o00,yl, a proto F(x) < F(y). Druha vlastnost
vyplyva ze spojitosti ;« shora a Heineho véty, nebot pro lib. x € R a nerostouci posloupnost
{Zn}n=1 C R takovou, ze z,, — = € R plati

o0

(—o0,2] = [} (o0, 2,

n=1

a proto F'(x) = lim,,_,o, F(z,). Navic pro a,b € R, a < b, mame vztah

p((a,0]) = F(b) = F(a), (41)

protoze (—00,b] = (—00, a] U (a, b] a intervaly vpravo jsou disjunktni.

Myslenka nasledujici konstrukce stavi na opa¢ném postupu, kdy k zadané neklesajici a zpra-
va spojité funkci F' definujeme 1 na polouzavienych intervalech (a, b] podle vzorce (41), a poté
rozsifime p na borelovskou miru aplikaci obecné teorie. Je-li specialné F'(z) = z, bude mira
intervalu (a, b] rovna jeho délce b — a.

Zakladni stavebni kameny jsou pro nas tedy polouzaviené intervaly (a, b]. BohuZel ani sys-
tém konecnych sjednoceni intervald typu (a, b] jesté neni algebra, coz piedstavuje jistou tech-
nickou komplikaci pro aplikaci obecné konstrukce vychazejici z pramiry na algebfe. Musime
proto jesté do systému polouzavienych intervali dodat jejich (polo)nekonecné varianty. Defi-
nujeme si tak (elementarni) systém

E={0tU{(a,b] | —c0c<a<b<oo}U{(a,00)|—00<a<oo}.

Mnoziny systému £ budeme stru¢né nazyvat p-intervaly (,polouzaviené/polooteviené” inter-
valy).

Véta 4.42: Necht F' : R — R je neklesajici zprava spojita funkce, £ systém p-intervalta a A
systém koneénych sjednoceni po dvou disjunktnich mnozin z €. Definujme 1o : A — [0, 0]
nasledujicim zptasobem:

0.
/LQ(Q)) = 0.



po((a, b)) := F(b) — F(a), —o00<a<b<oo,
to((a,00)) = F(o0) — F(a), —o0<a< oo,

kde pouzivame znaceni F'(+00) := lim, 4, F(z).

2. Nakonec pro n € N a po dvou disjunktni p-intervaly /3, ..., I,, € £ polozime
0 <U fj) = o(Iy)
j=1 j=1

Potom A je algebra a i je pramira na A.

Poznamka: V definici jig se vyskytuji limity F'(d+00) := lim, .+ F (), jejichZ existence v
rozsifené redlné ose je zaruCena monotonii funkce F. Muze se stat, ze F'(—oo) = —o0 nebo
F(400) = 400, a proto je tfeba rozsifit aritmetiku pocitani s +0o. Aritmetiku s +00 rozsifu-
jeme piirozené v pfipadech, kdy maji vyrazy dobry smysl, napf. —1-00 = —00, 00— (—00) = o0,
00 — x = oo pro vSechna € R, atp. Rozmyslete si, Ze vyrazy oo — 0o, nebo —oo + oo, které
nemaji dobry smysl, se v definici jy nevyskytuji.

Diikaz Veéty 4.42. Je jednoduché ovéfit, Ze £ je elementarni systém podle Definice 4.15. Potom
podle Lemma 4.16 je systém .4 kone¢nych sjednoceni po dvou disjunktnich mnozin z £ alge-
bra. Zbyva dokéazat, ze i je pramira na A. Dukladné ovéfeni tohoto tvrzeni je misty trochu
tézkopadné a vyzaduje rozsahlejsi diskuzi. Proto nékteré ¢asti, kde se opakuje podobny postup,
pouze naznacime.

Nejdfiv je tfeba ovéfit, Ze i je vztahy z tvrzeni dobfe definovana na A. Mnozinu z A Ize totiz

rozlozit na sjednoceni disjunktnich mnozin z £ vice riiznymi zptisoby. Je-li (a, b] = U}_, (a;, b;],
kde (aq,b1],. .., (an,b,] jsou po dvou disjunktni, potom po piipadném precislovani intervald
(a1,b1], ..., (an, byl je —00o < a=a; < by =ay < by =az <--- <b, =b. Odtud dostaneme

p((a,b]) = F(b) — F(a) = ZF(bj) - Fla;) = Zuo((% b;)

Podobny zavér dostaneme, rozlozime-li interval typu (a,c0) na kone¢né sjednoceni po dvou
disjunktnich p-intervala.
Témito avahami zjistime, Ze pro p-interval J a po dvou disjunktni p-intervaly I,..., [,

takové, ze J C U_, [; plati
J) = pe(JNI).
j=1

Nakonec jsou-li Iy,...,I, € £a Jy,...,J,, € £ po dvou disjunktni takové, ze Uj_,I; =
Upt, Ji, potom

n m m

Zuo( ZZMO N Jg) = ZMO(Jk)7

j=1 k=1 k=1
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neboli

(3)-+(09)

TudiZ y je dobfe definovana na A a taktéz je z definice jasné, zZe y je konecné aditivni na A.
K tomu, abychom dokazali, ze (i je pramira, zbyva ovéfit, ze je-li { A,,}°° | posloupnost po
dvou disjunktnich mnozin z A takova, ze U2, A,, € A, potom po(U2 1 A,) = > 07 fio(Ay).
Tento problém si nejprve mirné ZJednodu51me. Za prvé protoze je kazda z mnozin A, sjednoce-
nim konec¢né mnoha po dvou disjunktnich p-intervalii a 1 je kone¢né aditivni, stac¢i uvazovat
posloupnost {1,,}2° , neprazdnych p-intervali z £ takovych, ze U2, I, € A a ovéfit rovnost

o <U ) Zuo (42)

n=1

Navic misto U2, I,, € A staci predpokladat, ze US° | I, € £, nebot je-li U° I, sjednocenim N
po dvou dlSJul’lktnlCh p-intervalt Jy, . . . Jy, mdzeme rozlozit {,}>°  na N podposloupnost1 p-
intervald, jejichZz sjednocenim dostaneme jednotlivé mnoziny J, ... Jy. Potom jiz staci vyuzit
konec¢né aditivity jio. Rovnost (42) dokadzeme jako dvé nerovnosti.
1) Nerovnost (>): Ozna¢me [ := U2, I,,.Jelikozje I € Aa{l,}>°, € A, jsoutaké mnoziny
T ljal\Uj_ Iz Aprokazdén € N, protoze A je algebra. Z kone¢né aditivity o na A
vyplyva, ze

pol0) = 1o (Uf) T (I\U ) > (Uf) =j§n;uo<f]>

J=1 J=1

pro kazdé n € N. Posleme-li n — oo, dostavame nerovnost

> Z to(1;)

2) Nerovnost (<): Pfedpokladejme nejdfiv, ze I = (a,b] a je omezeny, tj. a,b € R. Potom
jsou I; = (a;, b;] pro néjaka a;, b; € R, a; < b;. Zvolme € > 0. Protoze je F' zprava spojita,

(36 > 0) (F(a+6) — F(a) < ¢) (43)
a také .
(V5 € N)(35; > 0) (F(bj +68;) — F(b;) < 2—]> . (44)
Jelikoz
la+6,b) C (a,b] = | J(a;,;] | J(ay,b; + 6)),
j=1 Jj=1
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je {(aj,b; + 0;}32, oteviené pokryti kompaktniho intervalu [a 4§, b], a tudiz musi obsahovat
konec¢né podpokryti. Vynechanim intervald, které jsou obsazeny v jinych, a pfipadnym precis-
lovanim intervalt kone¢ného pokryti najdeme m € Naintervaly (a1, b1+61), ..., (am, bm+6m)
pokryvajici [a + 6, b] takové, ze

bj + 65 € (ajt1,bj41 + j11).

pro kazdé j € {1,...,m —1}.
Potom s vyuzitim monotonie F' a nerovnosti (43) a (44) dostaneme

po(I) = F(b) — F(a) < F(b) — Fla+6) + e < F(by, + 0p) — Fa1) + ¢

= F(b+0) = Flan) + 3 (Flag) - Fay)) + ¢

3

.
Il
—

3
L

SF(bm+5m)—F(am)—|— (F(bj—|—5j)—F(aj))+e

(b +8) = Fla) +€ < Y (55 + Flb) = Flay)) + e

.
Il

NE

< Z (F(b;) — F(a;)) + 2¢ < ZMO(IJ) + 2.

Protoze bylo € > 0 voleno libovolné, dostivame kyzenou nerovnost po(I) < 3772, jio(1;) pro
ptipad I = (a,b] sa > —oc.

Je-li a = —oo, postupujeme jako v predchozim pfipadé a najdeme konecné pokryti kom-
paktniho intervalu [—/, b] intervaly (a;, b; + d;) pro lib. M > 0 dostate¢né velké (—M < b).
Analogicky dojdeme k zavéru, ze

F(b) ~ F(-M) < 3 piolLy) + 2€
j=1
pro libovolné M > 0 ae > 0. Posleme-li M — oo a € — 0+, dokdZeme kyZenou nerovnost
po ((—00, b)) = F(b) — F(—00) <> ig(I;).
j=1

Pokud je I = (a,00) s a > —oo aplikujeme opét podobny postup tentokrat s kompaktnim
intervalem [a + 6, M] alib. M > 0 dostate¢né velkym. Dojdeme k nerovnosti

F(M) = F(@) £ po(Lj) + 2
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a limitnim pfechodem M — oo a € — 0+ ziskdme kyZenou nerovnost. Nakonec i v pfipadé
I = R 1ze postupovat analogicky k odvozeni nerovnosti

PO~ F(-M) <3 (L) + 2¢

platné pro kazdé M > 0 ae > 0 a limitnim pfechodem M — oo a ¢ — 0+ dokonc¢ime
dukaz. ]

Nyni jiz je vSe pfipravené pro aplikaci obecné konstrukce miry z pramiry na algebte vylo-
Zené ve Véteé 4.38.

Véta 4.43: Necht F': R — R je neklesajici a zprava spojita. Potom plati:
1. Existuje pravé jedna borelovska mira pr na R takova, ze up | € = po. Specialné plati
pr ((a,b]) = F(b) = F(a).
pro kazdé a,b € R, a < D.
2. Je-li G : R — R neklesajici a zprava spojita funkce, potom

wr =g << F — G jekonstantni.

3. Naopak je-li i borelovska mira na R takova, ze (VB € Bg omezend)(u(B) < 00) a defi-
nujeme
w((0, z)), je-lixz >0,
F(z) =<0, je-liz =0,
—u((z,0]), je-liz <0,

potom je F' neklesajici zprava spojita funkce a pup = p.

Ditkaz. 1.Podle Véty 4.42 je p pramira na algebre A, a tudiz uréuje vnéjsi miru p* vztahem (38).
Podle Véty 4.38 je pu := p* | M(.A) mira. Ukdzeme, Ze pt = jip. Protoze p | A = 119, mame pro
lib. a,b € R, a < b, vztah

p((a,b]) = po((a,b]) = F(b) — F(a).

Dale A C Bg, a proto M(A) C Bg podle Lemma 4.7. Opa¢na inkluze M (.A) D Bg je dusledek
Véty 4.9 a opét Lemma 4.7. Tedy M(A) = Bg, coZ znamena, Ze i je borelovska mira.

Nakonec dokazeme jednoznacnost. Je-li pip borelovska mira takova, ze up | € = po, pak
z aditivity miry plyne, Ze také ur | A = . Jednoznacnost je nyni dusledkem 3. tvrzeni
Véty 4.38, nebot pramira 1 je o-konecna. Staci uvazit napf. rozklad

U(n,n—i—l] =R,

nez
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pro ktery je pio((n,n + 1]) = F(n+ 1) — F(n) < oo pro kazdé n € Z.
2. Pokud pp = 1, mame pro viechnaa,b € R, a < b, rovnost F'(b) — F(a) = G(b) — G(a),
ze které specialné plyne, Ze

F(x) — G(z) = F(0) — G(0)

kdykoliv z > 0, nebo x < 0 a trivialné pro x = 0. Tedy posledni rovnost plati pro vSechna
x € R, neboli F' — G je konstantni funkce.

Naopak je-li F' — G konstantni funkce, ur¢uji F' i G tutéz pramiru 1, jak plyne z definice
o z Véty 4.42. Tudiz pup = p* | M(A) = pe.

3. Dtikaz jen naznacime, detailni ovéfeni je pfenechano Ctenaii jako Cviceni 4.6. Jelikoz je
1t kone¢na na omezenych borelovskych podmnozinach R, ma funkce F' pouze realné hodnoty,
tedy /' : R — R. Monotonie F' plyne z monotonie miry p a spojitost /' zprava na [0, 0o) resp.
na (—oo, 0] plyne ze spojitosti y shora resp. zdola, viz Véta 4.24. Nakonec si sta¢i rozmyslet, ze
it = pp na A, a proto p = pp podle 3. tvrzeni Véty 4.38. ]

Poznamka:

1. Naprosto analogickou teorii bychom vybudovali, kdybychom zacali s intervaly typu [a, b)
a zleva spojitymi neklesajicimi funkcemi F'.

2. Distribuéni funkce F,(z) := pu((—o0,z]) se obvykle definuje pro borelovské miry p,
pro které je p((—o0,x]) < oo pro véechna x € R, tedy napf. pro koneéné borelovské
miry. V takovém pripadé se distribucni funkce F), 1isi od funkce F' z 3. tvrzeni Véty 4.43
o konstantu p((—o0, 0]), pfesnéji F), — F' = u((—o0, 0]).

Zastavme se jesté na chvili u Véty 4.43. Ke kazdé neklesajici a zprava spojité funkci F' doka-
zeme zkonstruovat borelovskou miru yp, ktera pfifazuje intervaltim (a, b] hodnotu F'(b)—F'(a).
Takova mira je mezi borelovskymi jedina a navic je jasné, zZe je 1 konecna na omezenych bo-
relovskych podmnozinach R. Naopak ke kazdé borelovské mife ;o na R, ktera je konec¢na na
omezenych borelovskych mnozinach, existuje neklesajici zprava spojita funkce F' takova, ze
w((a, b)) = F(b) — F(a). Dostavame tak témér vzajemné jednoznaény vztah mezi mnozinami:

{F : R — R | F neklesajici a zprava spojita}

{1+ borelovskd mirana R | (VB € Bg omezena)(u(B) < 00)}.

Vztah je témér vzajemné jednoznacny, protoze p urcuje F' az na posunuti o konstantu. To
bychom mohli spravit tak, ze bychom do prvni z mnozin ptidali napf. pozadavek F'(0) = 0
(jako je to ve 3. tvrzeni Véty 4.43), pak bychom uz méli vzajemné jednoznacny vztah.

Uz defini¢ni obor Bg miry pp je velice bohaty systém. Miru pp lze ovsem jesté zuplnit
podle Véty 4.30 a tim ji jesté dale rozsifit. Defini¢ni obor tohoto rozsifeni 7, muze skutecné
byt vyznamné vétsi nez By, ale dikaz pfislusného tvrzeni vyzaduje hlubsi poznatky z teorie
mnozin. Naznac¢ime to na konci této ¢asti pro pripad Lebesgueovy miry.
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Definice 4.44 (Lebesgueova-Stieltjesova mira): Necht F' : R — R je neklesajici zprava spo-
jita funkce. Miru p = fip, ktera je zuplnénim miry pp z Véty 4.43, nazyvame Lebesgueova—
Stieltjesova mira na R asociovana s ['; o-algebru, na niz je i definovana, oznacime M,,.

Definice 4.45 (Lebesgueova mira, lebesgueovsky méfitelnd mnozina): Lebesgueovu-Stieltje-
sovu miru asociovanou s funkci F' = id, tj. (Vo € R)(F(x) = z), nazyvame Lebesgueova mira
na R a znac¢ime m. Mnoziny o-algebry L := M,, se nazyvaji lebesgueovsky méritelné.
Poznamka: Z Véty 4.39 vyplyva, Ze mnozina Ef C R je lebesgueovsky méfitelna, pravé kdyz je
m*-méfitelna, tj. (VA C R)(m*(A) = m*(ANE)+m*(ANE®)). Henri Lebesgue pavodné také
nejprve definoval vnéjsi miru m*, ale (lebesgueovskou) méfitelnost mnoziny £ C R definoval
trochu jinak, nez jsme to udélali my. TotiZ omezenou mnozinu £ nazval méfitelnou, pokud
m*(E)+m*((a,b)\ F) = b—a pro kazdy interval (a, b) obsahujici £ a neomezenou mnozinu £
nazval méfitelnou, pravé kdyz kazdy prunik £'s omezenym intervalem byla méfitelnad mnozina.
Ackoliv to neni ihned patrné, tyto dvé definice lebesgueovské méritelnosti jsou ekvivalentni,
coz lze ovérit s vyuzitim vysledku Cviceni 4.5.

Lebesgue—Stieltjesovy miry jsou v jistém smyslu regularni, to znamena, Ze maji urcité pékné
vlastnosti, které nejsou automatické ani pro borelovské miry (viz Véta 4.47 dale). Dokazat tuto
regularitu bude nas dalsi cil. Z konstrukce Lebesgueovy-Stieltjesovy miry p na R a Véty 4.39
plyne pro kazdé £ € M, rovnost

u(E) = inf {Zuw)

viz (38). Nejprve si dokdZeme pomocné tvrzeni, Ze ve vzorci (45) sta¢i misto mnozin A, € A
uvazovat intervaly typu (a, b, nebo alternativné oteviené intervaly (a, b), kde a,b € R, a < b.

{A )2, CAEC D An} , (45)

n=1

Lemma 4.46: Necht /1 je Lebesgueova-Stieltjesova mira na R. Potom pro kazdé F € M, plati:

1.

n(E) = inf{zw(ambn]) EC U(an,bn]},
2. . .

w(E) = inf{zu((an,bn)) EC U(an,bn)}.

Diikaz. Necht E € M,,.
1. Systém p-intervalt se rozklada & = {0} U E; U £ U &4y, kde

Er={(a,b] | —o0o <a<b< oo},
Erri=A{(a,0) | —o0 < a< 0},
Err = {(—00,b] | —o0 < b < 0},
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Pro potteby dukazu si oznacime

e (E) = inf {Z u(l,)

e, (B) = inf {Z u(l,)

Nejprve ukazeme, Ze v (45) mizeme nahradit algebru A systémem &, tzn. rovnost p(F) =
pe(E). Z inkluze £ C A plyne u(E) < ug(E). Dale pfedpokladejme, ze {A,}>°, C A je
posloupnost takova, ze £ C U, A,,. Kazda mnozina A, je kone¢né sjednoceni po dvou dis-
junktnich mnozin z £, ozna¢me je {I;") j-vznl C &£,kde N,, € N. Potom

iumn) -y fju (1) = ne(),

n=1 j=1

{[n}zozl C ng - U [n} )
n=1

8”

{Ly2,c& Ec| [n} .
n=1

protoze £ C UY° Uj-vz”l IJ(”). Z posledni nerovnosti a z (45) plyne, ze u(FE) > pus(E).

Déle ukazeme, ze misto £ lze vzit dokonce jen &, tj. ovéfime rovnost pug(E) = pe, (E).
Z inkluze & C & vyplyva nerovnost ug(E) < ug, (E). Naopak necht je {,,}7°, C & takova,
ze E C U2, I,. Bez G4jmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze I,, # () pro kazdé n € N.
Kazdy p-interval [, ktery je z &y, tedy I, = (a,,o0), je spocetnym sjednocenim po dvou

disjunktnich intervalti z £;, napi.

U(an—l—j—l,an—i—j], je-li a,, > —o0,

(an,oo) = J=1
UG -1 je-li a, = —oc.

jEZ

Podobné kazdy p-interval I, ktery je z Eryy, tedy I, = (—o0, by, je spocetnym sjednocenim
po dvou disjunktnich intervali z &;, napf.

o0

(—00,ba) = [ J(n — 4. bu — 5 + 1].

j=1

To znamena, ze ke kazdému [,, € £ existuje nejvyse spocetny systém po dvou disjunktnich
intervalt z £, oznacme jej { I J(»") }; (bez specifikace rozsahu pro index j pro jednoduchost), tak,

ze I, = U;I J(n). Z tohoto pozorovani odvodime nerovnost

iu(fn) =2 n <I§")> > pig, (E),

coz implikuje g (E) > pg, (E). Celkem tedy mame p(E) = pg, (E), coz jsme chtéli dokazat.
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2. Oznacme si

= inf{Zu((an,bn)) ‘ EC U(an,bn)}.

V dukazu pouzijeme jiz dokazanou rovnost pro p(E) z 1. tvrzeni a ukazeme, ze u(E) = v(E).
Necht £ C U2, (ay, by,). Kazdy z intervala (ay,, b,,) 1ze napsat jako spocetné sjednoceni po
dvou disjunktnich intervalt z &;:

(an,bn) = |J ("),
j=1
kde an) =ay,a {cg ©, je libovolna rostouci posloupnost takové, ze lim;_,, ¢ c = b,,. Odtud
dostaneme . -
S (ot = 30w (&7, ch]) = (),
n=1 n,j=1

atudiz v(E) > u(E).
Naopak zvolme pevné € > 0. Potom z definice infima plyne existence posloupnosti intervala
{(an,bn]}5°, takovych, ze E C U2, (ay,, b,] a

S i (@ bal) < p(E) +c.

Podle predpokladu je i Lebesgueova—-Stieltjesova mira, a proto existuje neklesajici zprava spo-
jita funkce F' takova, ze p ((an, by]) = F(b,) — F(a,) pro kazdé n € N. Ze spojitosti F' zprava
dale plyne, ze

(Yn € N)(34, > 0) (F(bn +6,) — F(by) < 2%) .

Potom E C U2 (ay, by, + 0,,) a plati

Zﬂ (b +60)) <Y (@, b+ 60]) = Y (F(by + 6,) — Flay))

n=1 n=1
€ oo
< (——i—an —Fan): Qpybpl) + € < w(E) + 2e.
; o T ' (bn) = Flan) ; 1 ((an, bn]) p(E)
Jelikoz jsme e > 0 volili libovolné, dostavame tak druhou nerovnost v(E) < p(FE). O

Véta 4.47: Necht p je Lebesgueova-Stieltjesova mira na R. Potom pro kazdé £ € M, plati:
1. Vnéjsi regularita: u(E) = inf{u(U) | E C U a U je oteviena}.

2. Vnitini regularita: y(F) = sup{u(K) | K C F a K je kompaktni}.
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Diikaz. Necht E € M,,.

1. Diky monotonii miry y plati nerovnost p(E) < p(U) pro kazdou otevienou nadmnozinu
U D E.Ukazeme, Ze je splnéna i druha vlastnost z definice infima. Necht € > (. Potom podle
2. tvrzeni Lemma 4.46 existuje oteviend mnozina U := U2 (a,, b,) tak,ze E C U a

E)+e> pl(an, b)) > u(U),

kde jsme vyuzili subaditivity miry p. Tim je dokazano 1. tvrzeni.

2. Opét z monotonie miry plyne p(E) > u(K) pro kazdou kompaktni K C F, a tedy u(E)
je horni zavora mnoziny {u(K) | K C E a K je kompaktni}. Staci tedy opét dokéazat druhou
vlastnost z definice suprema. Zvolme € > 0.

Predpokladejme nejprve, Ze F je omezena. Je-li E/ uzaviena, je I/ kompaktni a dokazovana
rovnost plati. Predpokladejme tedy, Ze E\ E # (. Podle jiz dokazané rovnosti z 1. tvrzeni
existuje oteviena mnozina U D E \ E takova, ze u(E \ E) + ¢ > u(U). Z posledni nerovnosti
plyne, ze ;1(U) < oo, nebot E \ E C E je omezena mnozina, a tudiz u(E \ E) < co. Polozme
K := E\ U, potom K je omezena a uzaviena, a tedy kompaktni a navic K C E. Protoze
E=KU(ENU)aKnN(ENU) = (), mizeme psat

W(K) = u(E) — (BN D),

kde jsme vyuzili toho, ze p(F) < oo, coz plyne z omezenosti mnoziny E. Dale mame také
disjunktnirozklad U = (UNE)U(UNE®) = (UNE)U(U\ E),aproto u(U) = p(UNE) +
w(U \ E). Celkem potom dostaneme

WE) = w(E) = (U) = p(U\ E)) 2 (E) = p(U) + w(E\ B) > (E) — e,

coz jsme chtéli dokazat.

Je-li E neomezena, definujeme si omezené po dvou disjunktni mnoziny E,, := EN(n,n+1]
pro kazdé n € Z. Podle argumentu pouzitého v pfedchozim odstavci existuje pro kazdé n € Z
kompaktni mnozina K,, C E,, C E tak, ze

W) > p(E,) — —

3. 2ln|+1"
Polozime-li H,, := U;‘__nK ;> je H, kompaktni mnozZina, H,, C F a
p(Hy,) = Z n(K;) = Z (M(Ej) - m) > [ (U Ej) —3
j=—n Jj=—n J=—n

pro kazdé n € N. Protoze

W)= Y p(En) = lim > p(E;) = lim p ( U E) (46)

n=-—00 j=—n j=-n
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existuje ng € N tak, ze
ng
€
M( U Ej) = (k) -5
Jj=—no

za piedpokladu, ze u(E) < oo. V takovém piipadé jsme k zadanému € > 0 nasli kompaktni
mnozinu K := H,, C E takovou, ze

u(K) > p(E) —e.

Nakonec je-li p(E) = oo, vyplyva také z rovnosti (46), ze k libovolné velké konstanté L > 0
najdeme kompaktni mnozinu K := H,,, (pro n, dostate¢né velké) tak, ze

u(K) > L.
A to je druha vlastnost z definice suprema pro pfipad, ze je toto supremum nekonecné. O]

Poznamka: Mnozina F, pro kterou plati prvni resp. druha rovnost z Véty 4.47, se nazyva
regularni zvnéjsku resp. vnitiné vzhledem k p. Borelovska mira p, pfip. jeji zaplnéni, se na-
zyva regularni, je-li kazda p-méfitelna mnozina E regularni zvnéjsku i vnitiné vzhledem k p.
Véta 4.47 tedy rika, ze Lebesgueovy-Stieltjesovy miry na R jsou regularni. Plati dokonce na-
sledujici obecnéjsi tvrzeni, viz [23, Véta 2.18]. Je-li X lokalné kompaktni Hausdorfiv prostor
(tzn., Ze kazdy bod ma okoli, jehoZ uzaver je kompaktni), ve kterém kazda oteviena mnozina je
o-kompaktni (tzn., Ze je spocetnym sjednocenim kompaktnich mnozin) a 1 je borelovska mira na
X takova, ze 1( K') < oo pro kazdou kompaktni mnoZinu K C X, potom je yi regularni.

Z konstrukce Lebesgueovy-Stieltjesovy miry p neni jasné, jaké to vlastné jsou mnoziny,
které tvoii o-algebru M,,. Dalsi véta ukazuje, Ze tyto méfitelné mnoziny lze vyjadrit pomoci
sjednoduchych® mnozin (ze systémt G5 nebo F,) az na pu-nulovou opravu.

Véta 4.48: Necht 1 je Lebesgueova-Stieltjesova mira na R a £/ C R. Nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

1. Ee M,
2. Existuji F,-mnozina H a pu-nulova mnozina N tak, ze £ = H U N.
3. Existuji Gs-mnozina V' a py-nulovad mnozina N tak, ze £ =V \ N.

Diikaz. Je jasné, ze tvrzeni 2. i 3. implikuji 1., nebot z pfedpokladii tvrzeni 2. a 3. plyne, Ze
V,HIN e M,,aproto E=HUN € M,ataké E=V\N=VNN°eM,.

Dokazeme implikaci 1. = 2. Necht £ € M,, a navic pfedpokladejme, ze ;1(E) < oo. Podle
Véty 4.47 existuje ke kazdému n € N kompaktni mnozina K,, C E takova, ze

p(B) < () + -

Polozme H := U , K,,. Potom H je F,-mnozina a pro kazdé n € N plati

p(E) < p(H) + .



coz implikuje nerovnost p(FE) < p(H). Uvazime-li jesté, ze H C E, dostaneme

Protoze p(F) = u(H) < oo,je u(E\ H) = p(F) — p(H) = 0. Staci tedy polozit N := E '\ H.

V pfipadé, ze p(E) = 00, si definujme pomocné mnoziny E,, := (n,n + 1] N E pro kazdé
n € Z. Protoze u(E,) < p((n,n +1]) = F(n+ 1) — F(n) < oo, kde F je néjaka neklesajici
funkce, miizeme na mnoziny E,, aplikovat predchozi postup. Dostaneme tak F,-mnoziny H,, C
E,, a p-nulové mnoziny N, tak, ze E,, = H,, U N,, pro vSechna n € 7Z. Protoze

E=|JE.=|JH.,UN, = (UHn> U (UNN>
nez neZ nez neZ
staci polozit
H=|JH, a N:=|JN.
neZ neZ

Potom H je F,-mnozina a N je p-nulova mnozina, jak plyne z Véty 4.26. Tim je implikace
1. = 2. dokazana.

Nakonec dokazeme implikaci 1. = 3. Necht £ € M,,. JelikoZ uz mame dokazanou impli-
kaci 1. = 2., mizeme ji aplikovat na mnozinu £ € M,,. Potom existuje F,-mnozina H C E°
a p-nulova mnozina N tak, ze £ = H U N. Protoze

E=HNN®=H\ N,

staci polozit V' := H* a uvédomit si, ze doplnék do F},-mnoziny je Gs-mnozina. O]

noduchymi mnozZinami. Pfipomenime, Ze symetricka diference mnozin A a B je definovana
vztahem

AAB:=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (AN B).
Véta 4.49: Necht y je Lebesgueova-Stieltjesova mirana R, £ € M,, a u(E) < oo. Potom

(Ve > 0)(3A konecné sjednoceni otevienych intervald) (u(EFAA) < ¢).

Diikaz. Necht € > 0. Protoze je u(E) < oo, existuji podle Véty 4.47 oteviend mnozina U D F
a kompaktni mnozina K C F tak, ze

a uE\K)<<.

U\ E) < 5

DO |

Protoze je U oteviena, existuje ke kazdému x € U ¢éislo r, > 0 tak, ze (x — rp,z + r,) C U,
coz implikuje
U= U(a:—rx,:c—i—rx).

zeU
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To znamena, ze {(z — ry,x + ;) | © € U} je oteviené pokryti kompaktni mnoziny K, nebot
K C U.Proto existujen € Na xy,...,z, € U tak, ze K C A, kde jsme oznadili

n

A= U(m, — Ty T+ Ta,).

i=1
Tedy A je kone¢né sjednoceni otevienych intervalt.. Déle z inkluzi K C A C U plyne, ze
A\ECU\E a FE\ACEFE\K,
a proto
€ €
p(EAA) = u(B\ A) + WA\ E) < u(E\ K) + u(U\ B) < S + £ =

O

vvvvvv

ovu miru m a také o-algebru lebesgueovsky méfitelnych mnozin £. Pfipomenme si motivaci
popsanou v tvodu této kapitoly. Chtéli jsme zavést ,zobecnény objem® na podmnozinach R”,
ktery by byl o-aditivni, invariantni vi¢i posunuti, rotaci a zrcadleni a intervalim ptiradil jejich
objem v obvyklém smyslu. Lebesgueova mira je pravé tento hledany ,zobecnény objem® na R.
Rozsifeni Lebesgueovy miry na R" zavedeme pozdéji.

Jelikoz Lebesguova mira m je specialni Lebesgueova-Stieltjesova mira asociovana s funkci
F(z) = =, mame

m((a,b)) = m(la, b)) = m((a,b]) = m([a,0]) = b—a

pro viechna a,b € R, a < b, viz Cviceni 4.7. Specialné tedy m({a}) = 0.

Dale si ukazeme, zZe m je skutecné transla¢né invariantni a také invariantni vici rotaci a zr-
cadleni. Samoziejmé posledni dvé jmenované transformace jsou v R znacné limitované. My si
ukazeme dokonce vic, konkrétné chovani m viaci skalovani. Pro £ C R a s,r € R pouzijeme
znaceni:

E+s={x+s|x€eFE} a rE={rz|xeFE}
Véta 4.50: Necht £ € Las,r € R.Potom £+ s € L,rE € L aplati:
m(E+s)=m(E) a m(rk)=|rim(E).
(V ptipadé r = 0 a m(FE) = oo pouzivame konvenci 0 - 0o := 0.)

Diikaz. Je jasné, ze tvrzeni o rE plati, pokud je r = 0, a proto budeme dale predpokladat, ze
r # 0.

Nejprve dokazeme, ze By je invariantni vici posunuti a $kalovani. Ozna¢me Z systém ote-
vienych intervalti v R. Systém 7 je zfejmé invariantni vici posunuti i skalovani, tj. Z +s =7
arZ = 1. Jelikoz je Z C By, mame

IT=T1T+sCBgr+s.
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Protoze Bg+s je o-algebra (rozmyslete) a systém 7 generuje By, viz Véta 4.9, plyne zLemma 4.7,
ze

Br C Bgr + s.
Tato inkluze plati pro vSechna s € R. Plati proto, i pokud misto s piSeme —s. Dostavame tak
inkluzi

Br C Bg — s ,

ktera je ekvivalentni s inkluzi
Br + s C Bg,

a tedy plati rovnost Bg + s = By pro vsechna s € R. Zcela analogicky se ovéri, ze rBr = Bgr
pro viechna r € R\ {0} (provedte).
Zafixujme s € Rar € R\ {0} a definujme

pro E € Bg.Jelikoz Bgr+s = Bg arBgr = Bg, jsoum, am’ dobfe definované na By a navic jsou
to miry na By (ovéfte). Dale je jasné, ze se ms am” shoduji s m a |r|m na mnoziné p-intervall, a
tudiz také na algebfe konecnych sjednoceni po dvou disjunktnich p-intervald. Véta 4.38 potom
implikuje, ze ms = m am” = |r|m na Bg, neboli mame

m(E+s)=m(E) a m(rk)=|rim(E)

pro vSechna F € Bg.

Specidlné pro mnoziny N € By nulové Lebesgueovy miry plati, ze m(N +s) = m(rN) =0
pro vsechna s, € R. Podle definice ziplnéni miry popsané ve Vété 4.30 je &2 € L, prave kdyz
existuji A € Bga F' C N € By takové, ze m(N) =0a F = AU F, a potom m(E) = m(A).
Tudiz

E+s=AUF+s=(A+s)U(F+s),

kde A+s € BraF+sC N+s,m(N+s)=0,jak vime z pfedchozi ¢asti. Tzn., ze E+ s € L.
Navic
m(E +s) =m(A+s) =m(A) =m(E).

Analogicky mame
rE=r(AUF)=rAUrkF,

kderA € Bg arF C rN, m(rN) = 0 podle pfedchozi ¢asti, a proto rE € L. Navic

m(rE) =m(rA) = |rim(A) = |rim(E).
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Topologické vlastnosti Lebesgueovsky méritelnych mnozin jsou pomérné delikatni a jejich

studium pfipravilo matematikiim nejedno prekvapeni. Uvédomte si, ze z Vét 4.1 a 4.50 vyplyva,
ze L # 2% neboli, ze existuje mnozina, ktera neni lebesgueovsky méritelna. Nicméné diukaz
Véty 4.1, kde jsme nalezli lebesgueovsky neméfitelnou mnozinu NV, neni konstruktivni, nybrz
pouziva k definici N axiom vybéru. Pouziti axiomu vybéru pro dikaz existence neméritelné
mnoziny neni motivovan touhou matematika pouzit zahadny vybér. Ukazuje se, Ze pouziti axi-
omu vybéru je pro dukaz existence neméritelné mnoziny zasadni. Pfesnou formulaci tohoto
tvrzeni, kterou neuvedeme, nebot vyzaduje hlubsi exkurz do axiomatické teorie mnozin, najde
Ctenar v [24].
Poznamka: Existence neméfitelné mnoziny neni vlastnosti kazdé Lebesgueovy-Stieltjesovy
miry na R. Napf., je-li Lebesgueova-Stieltjesova mira p asociovana s konstantni funkei /', po-
tom je ;1 = 0 a M,, = 2F. Piklad netrivialni Lebesgueovy-Stieltjesovy miry definované na
vSech podmnozinach R ukazuje Cviceni 4.8.

Dale necht {r,}°°, je posloupnost vsech racionalnich ¢isel v intervalu [0, 1]. Zvolme € > 0.
Deﬁnujme [n = (rn — 62—71—1’ rn + 62_n_1) a

O
n=1

Mnozina U je oteviena a husta v [0,1]. Navic m(U) < €Y~ 27" = e Naopak mnozina
K :=[0,1] \ U je uzaviena a tzv. ¥idk4, nebot K° = () (obecné se mnozina A nazyva ridka,
pokud (A)° = @) am(K) > 1 — e. Tedy topologicky ,velkd“ mnozina, tj. oteviena a husta v
[0, 1], mze mit libovolné malou miru (nicméné ne nulovou, viz Cviceni 4.9). Na druhou stranu
topologicky ,nevyznamna“ mnozina, tj. fidka v [0, 1], mlze mit miru libovolné blizkou mite
celého intervalu [0, 1].

Jelikoz jednobodova mnozina ma Lebesgueovu miru nula, je také m(Q) = 0, viz Véta 4.26.
Existuji ale i mnoziny nulové miry, které maji dokonce mohutnost kontinua. Ukazeme si to na
klasickém prikladu Cantorova diskontinua.

Priklad 4.51 (Cantorovo diskontinuum): PoloZme
1 2
Ci =2,z
1 (37 3) )
12 45 78
2= (575) N (575) - (@5) ’
C'—12U45U78U1112UU2526
P \2r 27 27" 27 27" 27 27" 27 277277

atd. Obecné pron € N je

L:J (3k:—2 3/{3: 1)
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Potom Cantorovo diskontinuum je mnozina

C:=[0,1] \ G Ch.

Pro geometrickou interpretaci této definice polozme

K, =1[0,1]\ U Ch.

Mnozina K vznikne z intervalu [0, 1] odebranim jeho prostfedni tietiny. Obecné K, vznikne
z K,,_1 odebranim prostfedni tietiny kazdého z intervalt tvoricich K,,_;. Mnozina K, je tedy
sjednocenim 2" po dvou disjunktnich uzavienych intervala délky 37", viz Obrazek 12.

—— —— — ——
— — — — — — — —
- . - . - . - . - . - . - . - .
(LY ] [T Y] s umn [TEN Y] (LR Y] (LR Y] (LR Y] (LR Y]
unonn unonn nuoun nnonn wnonn wnonn wnonn wnonn

Obrézek 12: Hlustrace konstrukce Cantorova diskontinua.

Ukazeme, ze C' je mnozina Lebesgueovy miry nula. Z definice mnozin K,, plyne
KiDK;DK3D--  a  C=[)K,
n=1

Protoze K, tvofi 2" intervalt délky 37", je

on

Ze spojitosti Lebesgueovy miry shora tedy dostavame

m(C)=m (ﬁ Kn> = 71113010 m(K,) = 7115{)10 (%) =0.
n=1

Dale si ukazeme, ze C' ma mohutnost kontinua. K tomu budeme potfebovat charakterizaci
elementt mnoziny C' zaloZenou na ternarni reprezentaci ¢isla x € [0, 1]. Libovolné ¢islo = €
[0, 1] mazeme reprezentovat v ¢iselné bazi o zékladu 3 ve tvaru

[e.9]

T = Zaj?)_j,

Jj=1
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kde a; € {0, 1,2}, napi. pouzitim tzv. hladového algoritmu. Tato reprezentace ovsem neni
jednozna¢na, napi. ¢islo 1/3 ma jednak reprezentaci s ciframi a; = 1 aa; = 0 pro j > 1, ale
také a; = 0aa; = 2 pro j > 1, protoze

%: iz-?ﬂ'.
7j=2

Tato dvojznacnost se tyka pouze ¢isel tvaru p3=*, kde p, k € Z a p neni délitelné tfemi. Cislo
p3~% ma pravé dvé reprezentace, které maji bud a; = 0 pro j > k, nebo a; = 2 pro j > k.
V intervalu (0, 1) se tato nejednoznacnost tyka pravé koncovych bodi intervaltl definujicich
mnoziny C),. Odstranime tuto nejednoznacnost tak, zZe pokud je = levy kraj odstranovaného in-
tervalu, zvolime variantu reprezantace koncici nekone¢nou posloupnosti cifer 2, kdezto pokud
je x pravy kraj odstraiovaného intervalu, zvolime reprezentaci koncici nekone¢nou posloup-
nosti cifer 0. Napft.

alzo,aj:2, j>1,
a1:2,aj:O, ]>1

Cisla 0 resp. 1 jsou reprezentovana ciframi a,, = 0 resp. a,, = 2 pro véechna n € N. S touto
konvenci je kazdému ¢islu z € [0, 1] pfifazena jednoznaéné posloupnost cifer {a,}>° ;| s a,, €
{0,1,2} tak, ze x = > ", a,37", coz se obvykle vyjadfuje rovnosti
(l’)g = O.3a1a2a3 e
Navic je toto zobrazeni prosté, protoze x < y, pravé kdyz existuje n € N takové, ze a,, < b,
a a; = b; pro vSechna j < n.
V souvislosti s Cantorovou mnozinou C' si nyni sta¢i uvédomit, ze
x € Ol & ap =1,
reCy & ay=1,
atd.

Obecné x € (), < a, = 1, a proto mizeme charakterizovat elementy mnoziny C' nasledovné:
x € (' & Ternarni reprezentace Cisla x obsahuje pouze cifry 0 a 2.

Ozna¢me mnozinu vSech posloupnosti nul a jednicek
¥ = {0, 1}".

Pripomerime, Ze ¥ ma mohutnost kontinua card(¥X) = ¢. K ovéfeni tohoto tvrzeni lze pouzit
binarni rozvoj ¢isla z [0, 1]. Definujme zobrazeni @ : 3 — C vztahem

o0

bn,
D(b) = 237 (47)

n=1
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Z charakterizace Cantorovy mnoziny pomoci ternarnich rozvoju plyne, ze @ je surjektivni.
Zobrazeni ® je také prosté. Jsou-li b, ¢ € ¥ dvé rtzné posloupnosti, ozna¢me £ prvni index,
v némz se lisi. Bez Gjmy na obecnosti necht by = 0 a ¢, = 1. Potom

o0

2 2 2 1
(I)(C)— :_lc Z Zﬁ_ 3—:§>0
n=k+ n=k+

Tedy ®(b) # P(c), a tudiz P je bijekce mezi ¥ a C. Odtud plyne, ze card(C') = card(X) = «.

Topologické vlastnosti Cantorova diskontinua shrnuje Cviceni 4.10. Prozkoumame jesté
jednu zajimavou funkci zobrazujici body C' an [0, 1].

Priklad 4.52 (Cantorova funkce): V pfedchozim ptikladu jsme ukézali, Ze zobrazeni ® defino-
vané vztahem (47) je bijekce mnoziny ¥ := {0, 1} na C. Pro z = ®(b) € C polozme

oobn

folz) = o

n=1

(48)

Definice je korektni, protoze kazdému x € C' odpovida pravé jedna posloupnost b € X.
Zobrazeni fy : C' — [0, 1] je surjektivni. Skute¢né, zvolime-li pro libovolné y € [0, 1] jeho
binarni rozvoj

bn,
y:ZQ_n’ bne{oal}a

potom pro

plati fo(z) =y

Funkce fy obecné neni prosta, nebot dyadicka ¢isla maji dva binarni rozvoje, napt.

1 0 1 0 1
AP RO r T
n=2 n=2
Odpovidajici body Cantorovy mnoziny jsou

=, 2
_:Zg_n’ ol

n=2

(3)- fo()%(

Ukéazeme, ze fj je neklesajici. Necht x = & (b)
pro ktery by # ci. Potom nutné ¢, = 0 a b, = 1, a proto

fo<y>—fo<x>=z%2 2§_ Z 1

n=~k n= k:+1

=0
+23—n,

=2

C)OII\'J

3

a tedy

®(c) ax < y. Oznaéme k prvni index,
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Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz b,, = 1 a ¢, = 0 pro vSechnan > k.V takovém ptipadé jsou
x a y levym a pravym koncovym bodem jednoho z odstranovanych intervalt pfi konstrukei
Cantorovy mnoziny, presnéji jedné z otevienych intervalovych komponent mnoziny [0, 1]\ C.

Necht (a,b) je jedna takova komponenta mnoziny [0, 1] \ C. Podle ptedchoziho odstavce
plati

fola) = fo(b).
MuZeme proto rozsifit definici fy na cely interval [0, 1] tak, Ze na kazdé takové komponenté
polozime

f(:L’) = fO(a) = fO(b)7 VS (a’b)a

a na Cantorové mnoziné definujeme

f(z) = folx), reC.

Tim ziskame neklesajici surjektivni funkci f : [0, 1] — [0, 1].

Funkce f je spojita. Neklesajici funkce totiz mtze mit pouze skokové nespojitosti. Kdyby
méla f v nékterém bodé skok, nenabyvala by zadné z hodnot lezicich uvnitt tohoto skoku, coz
by odporovalo surjektivité f([0,1]) = [0, 1].

Tato funkce ma mnoho jmen: Cantorova funkce, Lebesgueova—Cantorova funkce, Cantorova—
Vitaliho funkce nebo také Dablovo schodisté. Funkce f je spojita a neklesajici, spliuje f(0) =
0, f(1) = 1, a je konstantni na kazdé komponenté mnoziny [0, 1] \ C. Protoze m(C) = 0,
plati f'(z) = 0 pros.v.z € [0, 1], pfestoze f zobrazi interval [0, 1] na cely interval [0, 1], viz
Obrazek 13. Piehled raznych vlastnosti Cantorovy funkce lze najit v [&].

)

I 1 I I I
02 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrazek 13: Cantorova funkce neboli Dablovo schodisté.
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Pfipomenme, Ze lebesgueovsky méfitelné mnoziny £ jsme ziskali z borelovskych mnozin
B tak, Ze jsme zuplnili pfislusnou borelovskou miru. Pozadavek, aby kazda podmnoZzina mno-
ziny nulové miry méla nulovou miru, je nejen racionalni, ale také vyznamné rozsifuje systém
meéfitelnych mnozin. Nicméné ukazat si, ze existuji lebesgueovsky meéfitelné mnoziny, které
nejsou borelovské, neni jednoduché. Naznacime si jeden argument, ovSem s tim, Ze bez dikazu
pfijmeme tvrzeni, Ze Bg ma mohutnost kontinua. Ovéfit tento fakt vyzaduje hlubsi exkurz do
teorie mnozin, ktery je uz nad ramec tohoto textu. Ctenat mtze dtikaz najit napt. v [10, Sec. 1.6,
§ 1.2].

V teorii mnozin znaéi card(A) kardinalitu (mohutnost) mnoziny A. Neuvedeme zde pies-
nou definici kardinality mnoziny, vystacime si s nasledujicimi informacemi. Je-li A konecna,
je card(A) pocet prvka A. Také kardinalita nékterych nekoneénych mnozin ma ustalené ozna-
¢eni, napt. card(N) = Ry nebo card(R) = ¢. Rovnost card(A) = card(B) znamena, Ze mnoziny
A a B maji stejnou mohutnost, neboli, Ze mezi A a B existuje bijekce. Tedy napt. pro Canto-
rovo diskontinuum C plati card(C') = ¢. Nerovnost Xy # ¢ vyjadiuje, ze mezi N a R neexistuje
bijekce. Tyto symboly, tzv. kardinalni ¢isla, 1ze chapat jako symboly pro ,rizna nekonecéna“
v matematice.

Na kardinélnich é&islech lze zavést usporadani. Rekneme, 7e card(A) < card(B), pokud
existuje injektivni zobrazeni z A do B a fekneme, Ze card(A) < card(B), pokud card(A4) <
card(B) a soucasné neexistuje bijekce z A do B. Napf. Ry < c. Antisymetrie relace card
je obsahem Schroderovy-Bernsteinovy véty, ktera ukazuje, ze pokud card(A) < card(B)
a card(B) < card(A), potom card(A) = card(B). Pfijmeme-li navic axiom vybéru, 1ze kardi-
nality libovolnych dvou mnozin A a B vzdy porovnat, tj. nastava bud card(A) < card(B), nebo
card(B) < card(A). Je to dokonce tvrzeni ekvivalentni s axiomem vybéru, viz [2, Véta 7.14].

Cantor jednoduchou ale genialni myslenkou ukazal, ze existuji mnoziny libovolné mohut-
nosti, tedy ,libovolné velka nekone¢na®.

Véta 4.53 (Cantor): Pro libovolnou abstraktni mnozinu A plati, Ze card(A) < card(24).

Diikaz. Je-li A koneéna, potom tvrzeni plati, nebot pocet prvkii potenéni mnoziny 24 je roven
2", kde n je pocet prvki A (ovérte), a nerovnost n < 2" plati pro vSechna n € Ny.

Pro obecnou mnozinu A (kone¢nou ¢i nekone¢nou) vyuziva diikaz Cantoruv ,diagonalni
argument“. Tato myslenka dokazuje, Ze neexistuje zadné surjektivni zobrazeni f : A — 24,
Z toho jiz specialné vyplyva, ze card(A) < card(24), protoze zobrazeni A — 24 : x — {z} je
prosté.

Pro spor predpokladejme, ze f : A — 24 je surjektivni. Definujme mnozinu B := {z €
Al x ¢ f(x)}. JelikoZ je f surjektivni a B C A, existuje © € A tak, ze f(z) = B. Potom ale
r € B & x ¢ f(x) = B zkonstrukce mnoziny B; to je logicky spor. O

Jiz jsme ukazali, ze pro Cantorovo diskontinuum C' plati m(C') = 0, a proto také kazda
podmnozina C' je lebesgueovsky méritelna (s nulovou mirou) z uplnosti Lebesgueovy miry.
Potom podle Cantorovy Véty 4.53 mame

card £ > card 2¢ > card(C) = «.
Tedy systém £ ma vétsi mohutnost nez Bg, protoze card(Bgr) = c. Specidlné z toho plyne, ze

existuje lebesgueovsky méfitelna mnozina, ktera neni borelovska (dokonce nekone¢né mnoho).
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Poznamka: Je-li card A = ¢, znaéi se card 2?4 = 2¢. Za predpokladu zobecnéné hypotézy
kontinua plati 2° = N,. Kardinalitu 2° ma napf. mnozina v$ech realnych funkei. Jelikoz 2¢ C
L C 2% je card L = 2°. Tedy dobra zprava je, 7e lebesgueovsky méfitelnych mnozin je
»mnoho“. Na druhou stranu lebesguevsky neméfitelnych mnozin je stejné ,mnoho“. Skute¢né
je-li napf. N neméfitelna mnozina z diukazu Véty 4.1, potom také kazda mnozina systému
{NU(1+ K) | K C C} je neméfitelna. Tento systém maé stejnou mohutnost jako 2, tj.
2%, a proto card (2% \ £) = 2.
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4.6 Cviceni

Cviceni 4.1: Dokoncete dikaz Véty 4.9.
Cviceni 4.2: Necht (X, p) je metricky prostor a C' C X je hustd. Dokazte, Ze systém
{B;(r) |z € C;r e R: NQ}
je baze (X, p).
Cvieni® 4.3: Bud A algebra, A, systém spocetnych sjednoceni mnozin z A a A,s systém

spocetnych prunikd mnozin z A,. Uvazujme déle pramiru po na A a p* vnéjsi miru uréenou
pramirou iy podle vzorce (38). Dokazte nasledujici tvrzeni:

1. VECX)Ve>0)(FAe€ A,, E C A)(p*(A) < p*(E) +e).
2. Pokud p*(E) < oo, potom
Eje p*-méfitelnd < (3B € A, E C B)(w"(B\ E) =0).

3. Je-li j19 o-koneéna, 1ze predpoklad 11*(E) < oo v bodé 2. vynechat.

(Hint: Bod 1.: Pouzijte 2. vlastnost infima. Bod 2.: Nejprve aplikujte bod 1. s € := 1/n a definujte
B jako prunik mnozin A, € A, z bodu 1. Ukazte, ze £ C B a pu*(F) = p*(B). Implikace
(=): Uvazujte mnozinu B v definici p*-méfitelnosti £: u*(B) = p*(BN E) + pu* (BN E°) =
p*(E) + p*(B\ E) a pouzijte rovnost u*(F) = p*(B) spolu s pfedpokladem p*(E) < oo.
Implikace (<=): Uvédomte si, ze A,s C M™* aprolib. A C X ukazte, ze u*(A) < p*(AN(B\
E)4+p (AN(B\E)) < u*(B\ E)+ p*(A) = u*(A). Potom je B\ E € M*, a protoze také
B e M*, musii E € M*)

Cviceni* 4.4: UvaZzujte i pramiru na algebfe A, vnéjsi miru p* definovanou vztahem (38)
amiru g = p* [ M, kde M := M(A), viz Véta 4.38. Aplikujte vzorec (38) jesté jednou
tentokrat s M misto A a y misto 1 a vyslednou vnéjsi miru oznacte p'. Dokazte, ze pu* = .
(Hint: Pro odvozeni nerovnosti p*(FE) < uf(E) pouzijte Cviceni 4.3, bod 1.)

Cviceni 4.5: Bud ;" vnéjsi mira na X urcena konecnou pramirou . Definujme vnitrni miru
i 2 2% — [0, 00] na X vztahem pi.(E) := po(X) — p*(E°) pro E C X. DokaZte, 7e

E je p*-méfitelna < . (E) = pu*(F).
(Hint: V dikazu implikace (<) postupujte jako v dikazu 2. tvrzeni ze Cviceni 4.3 a ukazte, Ze
klib. E C X existuje B € 00, E C B takova, ze p*(E) = p*(B), a také p*(E°) = p*(B°).
Z druhé rovnosti a z p*-méfitelnosti B vyvodte, ze u*(B \ E) = 0.)

Cviceni 4.6: Dopliite detaily v diikazu 3. tvrzeni Véty 4.43.
Cviceni4.7: Bud i Lebesgueova—Stieltjesova mira asociovana s funkci F'. Ukazte, ze proa, b €
R, a < b plati:

p((a, b)) = F(b=) — F(a),

p(la, b)) = F(b) — F(a—),

p(la, b)) = F(b=) — F(a—)



p({a}) = Fla) = Fla—),
kde F'(z—) = lim,,,_ F(y) oznac¢uje limitu zleva.

Cviceni 4.8: Ukazte, Ze Lebesgueova-Stieltjesova mira asociovana s funkeci

je-liz >0
Fla)=4 0 =0
0, jeliz <0,

je Diracova delta mira dy v bodé 0.
Cviceni 4.9: Dokazte, Ze neprazdna oteviena podmnozina R ma pozitivni Lebesgueovu miru.

Cviceni 4.10: Dokazte, ze pro Cantorovo diskontinuum C' plati:

—_

. C' je kompaktni.

Do

. C je ridka.

w

. (' je totalné nesouvisla, tzn., Ze jedinymi souvislymi podmnozinami C' jsou singletony.

N

. C je perfektni, tedy C' nema izolované body.

Cviceni 4.11: Uvazujte posloupnost funkci f,, : [0, 1] — [0, 1] definovanou rekurzivné tak, ze

fo(z) =za

fz

1 fa(32), je-li 0 <2< 1/3,
for1(z) = L, je-li 1/3<x<2/3, ?| f
5+ 3/mBr—2), jeli 2/3<x<1, 1

ral
| oo

[0,1]
kde n € Ny. Dokazte, ze f,, ——= f, kde f je Cantorova funkce.
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Pijte s mirou!
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5 Teorie integralu

V klasické teorii Riemannova integralu na R je fab f(z)dx limitou posloupnosti Riemannovych
souctd, coz jsou vlastné integraly jednoduchych (schodovitych) funkci, které aproximuji f na
[a, b]. Podobné i v obecném prostoru s mirou mame ptirozeného kandidata na integral z jed-
noduché funkce (viz Definice 5.18) a tento integral poté rozsifime na obecnéjsi funkce. V této
kapitole takto vybudujeme abstraktni teorii integrace funkci na obecnych prostorech s mirou
se specialnim dirazem na Lebesguetv integral v R a jeho zobecnéni na R”.

5.1 Meéritelna funkce

Pojem méfitelnosti jsme doposud pouzivali jen v souvislosti s mnozinami. Nyni ho rozsifime
na zobrazeni mezi méfitelnymi prostory.

Definice 5.1 (Méfitelné zobrazeni): Necht (X, M) a (Y, N) jsou méfitelné prostory. Zobrazeni
f: X — Y nazyvame (M, N)-méFitelné, pravé kdy?z

(VE e N)(f1(E) € M).

Podle predchozi definice je tedy zobrazeni métitelné, pravé kdyz vzory méfitelnych mnozin
jsou méfitelné. Dalsi tvrzeni nam k4, ze o-algebru N lze v definici méfitelnosti zobrazeni
nahradit jejim libovolnym generatorem.

Lemma 5.2: Necht (X, M) a (Y, ) jsou méfitelné prostory, o-algebra A je generovana sys-
témem £ C 2¥ a f : X — Y. Potom

fie (M, N)-méfitelné = (VE € &)(f(E) € M).

Diikaz. Implikace (=) je trividlni. K dtikazu implikace (<) si sta¢i uvédomit, Ze systém { £ C
Y | f7Y(E) € M} je o-algebra, ktera obsahuje £, viz Cviceni 5.1. Potom podle Lemma 4.7 je
N cC{ECY | fY(E)e M}, atedy f je (M, N)-méfitelné. O

Dusledek 5.3: Necht (X, 7x) a (Y, 7y) jsou topologické prostory. Je-li f : X — Y spojité,
potom je (Bx, By )-méfitelné.

Diikaz. Pripomenime, ze f : X — Y je spojité, pravé kdyz (VE € mv)(f~Y(F) € 7x), viz
Véta 2.61. Protoze 7y generuje By a 7x C By, je tvrzeni disledkem Lemma 5.2. O

V ptipadé funkci s redlnymi resp. komplexnimi hodnotami uvazujeme nejcastéji borelovské
o-algebry a pouzivame strucnéjsi nazvoslovi.
Definice 5.4 (Méfitelna funkce, lebesgueovsky a borelovsky méfitelna funkce): Necht (X, M)
je méfritelny prostor. Funkci f : X — Rresp. f : X — C nazyvame M -mé¥itelna, nebo jen
méFitelna, pravé kdyz f je (M, Bg)-méfitelna resp. (M, Bc)-méfitelna. Specialné funkei [ :
R — C nazyvame lebesgueovsky resp. borelovsky méritelna, pravé kdyz f je (L, Bc)-méfitelna
resp. (Bg, Bc)-méfitelna a analogicky pro f : R — R.
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Poznamka: Zde se rozumi, Ze o-algebra B¢ je generovana otevienymi podmnozinami C. Ob-
vykla topologie na C je definovana pomoci obvyklé topologie na R? a ptirozeného ztotoznéni
C a R?, které je dané zobrazenim ¢ : C — R? : 2z — (Re z,Im z). Neboli mnozina A C C je
oteviena, pravé kdyz je ¢(A) = {(Rez,Imz) | z € A} C R? oteviena v obvyklé topologii R

Je jednoduché si rozmyslet, ze pokud jsou M, N a O g-algebryna X, Y aZ, f: X =Y
(M, N)-métitelné a g : Y — Z (N, O)-méfitelné, potom také slozeni g o f je (M, O)-
méfitelné zobrazeni. Thned na tomto misté ale upozornéme, Ze jsou-li f,g : R — R lebes-
gueovsky meéfitelné funkce, jejich slozeni f o g nemusi byt lebesgueovsky méritelna funkce,
a to ani pokud je g spojita. Skute¢né pro £ € Bg vime jen, ze f~'(F) € L, odtud oviem
neplyne, ze g~ (f~'(E)) € L, neni-li f~*(E) € Bg. K tomu bychom potiebovali silnéjsi pied-
poklad borelovské méritelnosti funkce f. Konkrétni priklad ilustrujici tento fakt najde ¢tenar
napt. v [10, Sec. 2.1, Exer. 9].

Nasledujici véta, jejiz dikaz je okamzitym disledkem Véty 4.9 a Lemma 5.2, je uzite¢na.
Véta 5.5: Necht (X, M) je méfitelny prostor a f : X — R. Nasledujici tvrzeni jsou ekviva-
lentni:

1. f je M-méfitelna,

2. (VaeR

)
3. (Va € R)
4. (Va € R)

)

5. (Va € R)(f ((—o0,a]) € M).

Nékdy chceme vyjadrit méftitelnost funkce pouze na néjaké podmnoziné X. Odpovidajici
pojem zavadi nasledujici definice.

Definice 5.6 (Funkce méfitelnd na mnoziné): Necht (X, M) je méfitelny prostor a £ € M.
Funkci f : X — Rresp. f : X — C nazyvame M-méritelna na E, nebo jen meéritelna na E,
pravé kdyz f~'(B) N E € M pro viechny B € By resp. B € Bc.

Véta 5.7: Necht n € Na (X, M), (Y1, M),...,(Y,,N,) jsou méfitelné prostory. Dale budte
Y=Y x - xY,,N=NM®--®@N, produktova o-algebrana Y a f : X — Y. Oznacme si
komponenty f = (f1,..., fn). Potom plati:

fje (M, N)-métitelné < (Vi € n)(f; je (M, N;)-métitelné).

Diikaz. Implikace (=): Necht f je (M, N)-méfitelné a i € n. Zobrazeni projekce na i-tou
komponentu 7; : Y = Y; : (y1,...,Yn) = v; je (N, N;)-méfitelné, nebot pro E; € N; mame
T E)=Yi X XY X E;xYi x---xY, eN.

7

Jelikoz f; = m;o f, tedy f; je slozenim (N, N;)-méfitelného zobrazeni 7; a (M, N')-méfitelného
zobrazeni f, je f; (M, N;)-méfitelné.
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Implikace (<): Pfedpokladejme, ze f; jsou (M, N;)-méfitelna pro viechna i € n. Podle
Lemma 4.11 je o-algebra \ generovéana systémem mnozin

{Vix. .Y, | xE; xY x---xY, | E;eN;,iecn}
A protoze pro kazdé i € n je

2

P x Y X B x Y x - xY,) = fH(m ((E)) = f71{(E) € M,
vyplyva (M, N')-méfitelnost zobrazeni f z Lemma 5.2. O

Dusledek 5.8: Necht (X, M) je méfitelny prostor. Potom funkce f : X — C je méfitelna,

pravé kdyz obé funkce Re f,Im f : X — R jsou méritelné.

Diikaz. Z poznamky za Definici 5.4 vyplyva, ze f : X — C je méfitelna, pravé kdyz funkce

(Re f,Im f) : X — R? je (M, Bg2)-méfitelna, coZ podle Véty 5.7 nastava pravé tehdy, kdy?

jsou Re f,Im f : X — R méfitelné, nebot By = Br ® Bg, viz Dusledek 4.14. ]
V dalsi casti si ukazeme, Ze obvyklé algebraické a limitni operace zachovavaji méritelnost.

Véta 5.9: Necht (X, M) je méfitelny prostor a f, g : X — C méfitelné funkce. Potom
1. f + g je méfitelna,
2. fg je méfitelna,
3. f/g je méfitelna za predpokladu, ze (Vx € X)(g(z) # 0).

Diikaz. 1. Definujme si pomocné funkce F': X — C%a ¢ : C*> — C vztahy

F(z) = (fe).g(2) a o(zw)=2+uw.

Z méfitelnosti funkei f a g a Véty 5.7 plyne, ze funkce F' je (M, Be2)-méfitelna, nebot plati
Bez = Be ® B, viz Véta 4.13. Dale funkce ¢ je spojita, a proto méfitelna podle Dusledku 5.3.
zobrazeni je méftitelné.

2. Postupuje se zcela analogicky jako v bodé 1. jen s tim rozdilem, Ze pomocnou funkci
¢ : C?* — C definujeme vztahem ¢(z,w) = 2w.

3. Protoze uz mame dokazany bod 2., staci ukazat, ze je-li g : X — C méfitelna funkce
takova, ze (Vx € X)(g(z) # 0), potom je 1/g také méfitelna. K tomu si zavedme pomocnou
funkci ¢ : C\ {0} — C vztahem ¢)(z) = 1/z. Funkce ¥ : C \ {0} — C je spojita, a tudiz
(Bey {0y, Be)-méfitelna podle Dusledku 5.3. Dale g je (M, Be\ 103 )-méfitelna, nebot Bey oy C Be
a g je méfitelna. Tudiz i funkce 1/g = 1) o g je méfitelna. [

Nékdy je vyhodné pracovat s funkcemi, jejichz hodnoty mohou byt i +o0, tj. f : X — R,
kde R = [—00, 00] je rozsifena realna osa. Topologie na R se zavadi pfirozenou volbou lokalni
baze jako v Prikladu 2.51. Ekvivalentné je tato topologie na R indukovana metrikou

p(x,y) = |arctgx — arctg y|
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pro z,y € R, kde dodefinujeme arctg(+o00) := +7/2.
Borelovska o-algebra By je v nasledujicim vztahu s Bg:

B@:{ECE‘EQREBR};

ovéfte jako Cviceni 5.2. Potom analogicky jako ve Vété 4.9 lze dokazat, zZe o-algebra By je
generovana napt. systémy polopiimek typu (a, cc| nebo [—o0, a), kde a € R, viz Cviceni 5.2.
Pojem méfitelnosti funkce s hodnotami v R pfirozené rozsifujeme tak, ze f : X — R nazveme
M-méritelna, nebo jen méfitelnd, pokud je (M, By)-méfitelna.

Pii rozgifovani aritmetickych operaci plus a krat na R je tteba dbat jisté opatrnosti. Existuji
dva typy vyrazl, u nichz bychom mohli vahat, jak je rozumné definovat. Prvni vyraz definujeme

0 (+oo) = (£o00)-0:=0,

coz muze byt na prvni pohled prekvapivé, ale v teorii, kterou budujeme, je to vhodna volba. Na
druhou stranu vyrazy
0—00 a —00+00

nedefinujeme (zadna volba neni vhodna). VSechny ostatni kombinace jsou dodefinovany tak,
jak bychom ocekavali:

+oo, € (0, 00],

a-(+£oo) =t00-a= o0, proa€ (0, 0]
Foo, proa € [—o0,0),

a+00=00+a=00, proa€ (—o0,0,
a—00=—00+a=—00, Pproac€ [—o0,00).

Analogie Véty 5.9 pro funkce s hodnotami v R je obsahem Cvigeni 5.3.

Véta 5.10: Necht (X, M) je méfitelny prostor a pro kazdé n € Nje f, : X — R méfitelna.
Potom také funkce

gi1(x) == sup fal@),  g2(2) := inf fu(@)

g3(z) :=limsup f,(x), gs(z) :=liminf f,(x)

n—00 n—ro0
jsou méfitelné. Specidlné funkce f(z) := lim, . fn(x) je méfitelna za pfedpokladu, Ze limita
existuje pro kazdé z € X.

Diikaz. 1. Funkce g;: Podle Lemma 5.2 a Cviéeni 5.2 staéi ukézat, ze g; * ((a,00]) € M pro
kazdé a € R. K tomu si sta¢i uvédomit, ze

gt ((a,00]) = [ £ ((a,00])

vyuzit pfedpokladu méfitelnosti funkei f,, a toho, ze M je o-algebra.
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2. Funkce g¢,: Postupuje se podobné jako v predchozim bodé, akorat tentokrat pouzijeme
systém {[—o0, a) | a € R}, ktery také generuje Bg, nebot pro néj mame

97" ([=00,a)) = | J £, ([-00,a)) -

3. Funkce g3: Podle definice limes superior je

g3(z) = inf sup f;(x).

neN j>p

Z jiz dokazaného bodu 1. plyne, ze funkce h,, := sup;,, f; jsou méfitelné pro libovolné n € N
a dale z bodu 2. vyplyva méfitelnost funkce g3 = inf, ey hy,.
4. Funkce g4: Postupuje se analogicky jako v pfedchozim bodé, nebot

gs(z) = sup inf f;(x).

neN jzn
O

Dusledek 5.11: Necht (X, M) je méfitelny prostor a f, g : X — R méfitelné funkce. Potom
také funkce max(f, ¢g) a min(f, g) jsou méftitelné.

Diikaz. Stacipolozit fy := f a f, := g pro vSechna n > 2 ve Vété 5.10. ]

Dusledek 5.12: Necht (X, M) je méfitelny prostora { f,, }2° |, kde f,, : X — C, je posloupnost
méfitelnych funkci takovych, ze limita f(z) := lim,, o, f,(z) existuje pro kazdé z € X.Potom
je f méfitelna.

Diikaz. Z ptedpokladu bodové konvergence f,, — f plyne, ze Ref, — Ref almf, —
Im f. Funkce Re f,, a Im f,, jsou realné, a proto miizeme aplikovat Vétu 5.10, ze které vyplyva

meéfitelnost limitnich funkci Re f a Im f. Nyni podle Dusledku 5.8 je f méfitelnd komplexni
funkce. []

Pro pozdéjsi ucely si zavedeme pozitivni a negativni cast funkce.
Definice 5.13 (Pozitivni a negativni ¢ast funkce): Necht f : X — R. Funkce f* : X — [0, oc]
definované vztahy

fH(x) :=max(f(x),0) a f (x):=max(—f(z),0)

nazyvame pozitivni a negativni c¢ast funkce f.

Vsimnéte si, ze
f=f=f, fl=f"+f a f'f =0

Dale podle Dusledku 5.11 jsou f* i f~ méfitelné, je-li f méfitelna.
Zakladnim stavebnim kamenem budované teorie integralu jsou jednoduché funkce.
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Definice 5.14 (Jednoduché funkce): Funkce ¢ : X — C s kone¢nym oborem hodnot ¢(X) se
nazyva jednoducha.

Je-li ¢ : X — C jednoducha, potom existuje n € N a navzajem ruzna ¢isla aq,...,a, € C
takova, ze ¢(X) = {aq,. .., a,} a funkci ¢ lze zapsat ve tvaru
n
i=1

kde E; := ¢~ ' ({a;}) a
1, je-liz € F,

xa(®) = {O, jelliz ¢ E,

je charakteristicka funkce mnoziny E C X. Reprezentaci (49) ve tvaru linearni kombinace cha-
rakteristickych funkeci s komplexnimi koeficienty budeme nazyvat standardni reprezentace ¢.
Vsimneéte si, Ze jednoduchou funkci lze zapsat jako linearni kombinaci charakteristickych funkeci
vice zpusoby, nebot xaup = X4 + x5 pro disjunktni mnoziny A, B. Ovsem standardni repre-
zentace jednoduché funkce je urcena jednoznacné. Upozornéme také, Ze jednoducha funkce
nabyva jen kone¢nych hodnot.

Ziejmeé soucet ¢1 + ¢o i soucin ¢;¢, jednoduchych funkei ¢; a @2 jsou opét jednoduché
funkce. Dale je jasné, ze je-li (X, M) méfitelny prostor, je jednoduché funkce ¢ : X — C
méfitelnd, pravé kdyz (Vi € n)(E; € M), kde E; = ¢! ({a;}) jsou mnoziny ze standardni
reprezentace (49) funkce ¢ (rozmyslete).

Nyni si ukdZeme velmi dilezitou vlastnost, ze kazdou métitelnou funkci lze zespodu apro-
ximovat méfitelnymi jednoduchymi funkcemi.

Véta 5.15: Necht (X, M) je méfitelny prostor.

1. Je-li f : X — [0, 00] méfiteln4, potom existuje posloupnost méfitelnych jednoduchych
funkei {¢,, }22 ; takova, ze

0<p1<pp<---<f a ¢, [

B
Navic ¢,, —= f pro libovolnou mnozinu B C X, na niz je f omezena.

2. Je-li f : X — C méfitelna, potom existuje posloupnost méftitelnych jednoduchych funkei
{(ﬁn}zo:l takové, ze

0<|pa] <[po| <---<[f] a du—f

B
Navic ¢,, —= f pro libovolnou mnozinu B C X, na niZ je f omezena.

Ditkaz. 1. Necht f : X — [0, 00] je méfitelna. Zafixujme n € Nj. Rozlozime [0, co] na dis-
junktni intervaly [£27", (k 4+ 1)27") pro 0 < k < 2?" — 1 a [2", 00] a definujeme

s B2 @ el (127, ke < k< 92 _ 1,
nET ) an flz) € 27, o0,
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viz Obrazek 14. Ekvivalentné lze definici ¢,, vyjadrit ve tvaru

22n

k=0

kde

Ef ="' (k27" (k+1)27"), 0<k<2*—1,
By = (2" 00)).

Ztejmé ¢, je jednoducha a métitelna funkce, nebot z méfitelnosti f vyplyva, ze E¥ € M
pro kazdé 0 < k < 2?7, Dale z definice ¢, vyplyva, 2e 0 < ¢, < ¢,11 a ¢, < f pro vSechna
n € Np. Navic pro kazdé n € Ny plati 0 < f — ¢, < 27" na mnoziné X \ EﬁQ", tj. tam,
kde f < 2™ Z toho plyne, Ze ¢, (z) — f(x) pro kazdé x € X, pro které je f(z) < oco. Je-li
f(x) = oo, potom & € E2", a proto ¢,(z) = 2" pro kazdé n € N. Tedy i v tomto piipadé
on(x) = f(x) = oo. Celkem vidime, ze ¢,, — f na X.

Je-li B C X mnozina, na niz je f omezena, tj. sup,.p f(x) < oo, potom (3ny € Ny)(Vn >
no)(B € X \ E2"), a proto

sup | f(z) — ¢n(z)] <277
€D
pro vSechna n > ny. Z toho plyne, Ze ¢, %} f
2. Necht f : X — C je méfitelna. Potom f miZeme rozlozit

f=Ref+ilmf=Ref)" — Ref) +i(Im f)* —i(Im f),

kde (Re f)* a (Im f)* jsou pozitivni a negativni ¢asti funkci Re f a Im f. Podle Disledk 5.8
a 5.11 jsou (Re f)* a (Im f)* méfitelné funkce s hodnotami v [0, c0). MiiZeme na né tedy
aplikovat stejny postup jako v ditkazu 1. tvrzeni a dostaneme nezaporné méfitelné jednoduché
funkce ¢\ a )\, které zespodu aproximuji funkce (Re f)* a (Im f)*.

Pro n € N polozme

On 1= 0n") — o7 i (0 =)

Funkce ¢, jsou jednoduché a méritelné podle Véty 5.9. Protoze gb,(qi) — (Ref)* a @/Jéﬁ —
(Im f)*, také ¢, — f.Je-li f omezena na B C X, jsou také (Re f)* a (Im f)* omezené na B,
a tudiz é, =3 f, nebot ¢ == (Re f)* a v == (Im f)*.

Nakonec jelikoz 0 < ¢i) < (Re f)* a (Re f)T(Re f)~ = 0, mame také o) =0 pro

vsechna n € N. Analogicky @/}ﬁﬁwg '=0 pro vSechna n € N. Odtud dostaneme

[6n]? = (59 — ¢0) " + (44 — )" = (6) + (80) + () + (0)”
< (Ref)*) + (Re)) + (tm HF)* + ((Im f)7)”
= (Re f)" — Re f)")" + (Im f)* — (Im £)7)* = (Re f)? + (Im f)? = | f|

pro kazdé n € N. Analogicky se také ovéfi nerovnost |¢,| < |¢,,11| pro kazdé n € N. O
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0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

Obrazek 14: Jednoduché funkce ¢g, @1, 2 a ¢3 (Cervené) z dikazu Véty 5.15 aproximujici
funkci f (Cerné).

Je-li na métitelném prostoru (X, M) dana mira p, je Casto vyhodné pfi praci s méfitelnymi
funkcemi ,ignorovat® chovani téchto funkci na p-nulovych mnozinach. Avsak pfi modifikaci
funkce na p-nulové mnoziné se obecné nezachovava jeji méfitelnost. Podobny problém nastava
pro limitni funkci p-s.v. konvergentni posloupnosti méfitelnych funkci. Pokud je navic i tiplna
mira, méfitelnost se zachovava, jak ukazuje dalsi véta. Nicméné uvazovat pouze Gplné miry,
by bylo dosti omezujici, proto tento problém pozdéji odstranime tak, Ze rozsifime samotnou
definici méfitelnosti funkce (viz Definice 5.40 a Véta 5.42).

Véta 5.16: Necht (X, M, 1) je prostor s dplnou mirou p.
1. Je-li f méfitelna funkce na X a g = f p-s.v. na X, potom je g také métitelna.
2. Je-li { f,,}°°, posloupnost méfitelnych funkcina X a f,, — f p-s.v., potom je f méfitelna.

Diikaz. 1. Rovnost f(z) = g(x) pro u-s.v. x € X znamen4, ze existuje py-nulovd mnozina
N € M takova, ze

(Vo€ X\ N)(f(z) = g(z)).

Bud B borelovskd podmnozina z B¢ resp. Bg v zavislosti na tom, zda f,g : X — C, resp.
fyg: X — R; véta plati pro obé moznosti. Potom

g (B)= (g7 (B)I\N)U (¢""(B)NN) = (f(B)\N)U (¢ (B)NN).
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Z méfitelnosti f plyne, ze f~*(B) € M, a tudiz také f~!(B)\ N € M. Dale protoze g~'(B) N
N C Napu(N)=0,jeg'(B)NN € M (ataké p-nulova) z Gplnosti miry ; na M. Odtud
vyvodime, ze g~ !(B) € M, a tedy g je méfitelna.

2. Podle predpokladu existuje y-nulova mnozina N € M takova, ze

(Ve € X\ N)(f(x) = lim (),
Predefinujme f,, na mnoziné N nasledovné:

~ | fal®), re X\ N,
h@y_{a zeN.

Potom f, = f, ji-s.v., a proto jsou funkce f. méfitelné pro kazdé n € N podle jiz dokazaného
bodu 1. Déle posloupnost funkei { f,, }2° ; konverguje na celém X k funkei

iy ) fe),  weX\N,
' 0, x € N.

Podle Dusledku 5.12 je f méfitelna, a protoze f = f p-s.v., je také f méfitelna opét podle
bodu 1. [

Véta 5.17: Necht (X, M, ) je prostor s mirou a (X, M, Ti) jeho ztplnéni (viz Véta 4.30). Je-
li f M-méfitelna funkce na X, potom existuje M-meétitelna funkce g takova, ze f = g i-skoro
vsude.

Diikaz. Dukaz provedeme ve tfech krocich nejprve pro pfipad, Ze f je charakteristicka, pak
jednoducha a nakonec obecna méfitelna funkce.

Je-li f charakteristicki M-méfitelna funkce, tj. f = xg pro E € M, plyne z definice
zuplnéni miry, viz Véta 4.30, Ze existuji mnoziny A, B € M takové,ze A C F C Bau(B\A) =
0. Proto polozime-li g := x4, je f = ¢g vSude mimo mnozinu B \ A, ktera je fi-nulova.

Ovéfeni, Ze tvrzeni plati i pro jednoduchou M-méfitelnou funkci f, je pfimocaré a je pre-
nechano ¢tenafri.

Nakonec piedpokladejme, Ze f je obecna M-méfitelna funkce. Podle Véty 5.15 existuji jed-
noduché M-méfitelné funkce ¢, takové, ze ¢, — f na X. Podle pfedchozi ¢asti diikazu exis-
tuji M-méfitelné funkce 1), takové, Ze v, = ¢, fi-s.v. pro kazdé n € N. Oznaéme E, € M
fi-nulové mnoziny, pro které plati, ze (Vo € X \ E,)(¢n(z) = ¥n(x)). Podle Véty 4.26 je

a proto z definice zuplnéni existuje y-nulovad mnozina N € M takova, Ze

GEnCN.

n=1
Nyni staci polozit g := lim,, . X x\n%n. Potom g je M-méfitelna podle Dusledku 5.12. Navic
g = f vSude mimo mnozinu N, tedy fi-skoro vSude. ]
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5.2 Integrace nezapornych funkci

V této casti zavedeme integral z nezapornych méritelnych funkci vzhledem k mire ;1 v daném
prostoru s mirou (X, M, 11). K tomuto G¢elu si oznac¢ime

L =L (X, M) ={f: X —1[0,00] | f méfitelna }.

Nejprve definujeme integral jednoduché nezaporné meéftitelné funkce.

Definice 5.18 (Integral jednoduché funkce): Necht (X, M, u) je prostor s mirou a ¢ € %, je
jednoducha funkce se standardni reprezentaci

¢ = Z @i XE;>
i=1

viz (49). Potom definujeme integral funkce ¢ vzhledem k y vztahem

/de# = Z%M(E
=1

Nemuize-li dojit k nejasnostem, budeme stru¢né psat [ ¢ misto | ¢ du. Dale podle potieby bu-
deme pouzivat také znaceni:

/cbdu [ o@nte /¢ uta) = [ o

Pfipomenme, Ze v definici | ¢ pouzivame konvenci 0 - co = 0. Vsimnéte si, ze [ ¢ mize
byt co. Je-li A € Ma¢ € Z, jednoducha, potom je také xy 4¢ € £, jednoducha a je pfirozené
definovat integral z jednoduché funkce na mnoziné A nasledujicim zptisobem.

Definice 5.19 (Integral jednoduché funkce na mnoziné): Necht (X, M, p) je prostor s mirou,
A e Magp e Z, jejednoducha funkce. Potom integral funkce ¢ vzhledem k ;1 na mnoziné A

definujeme vztahem
/Aaﬁdu rZ/XAqbdu

a podle potfeby pouzivame jedno z nasledujicich znaceni:

[ o= [ s@an) = [ oan

Pro uréitost jsme v definici integralu jednoduché funkce ¢ € Z, pouzili jeji standardni
reprezentaci. Dale si ukazeme, Ze vzorec z definice integralu vlastné nezavisi na tom, jakym
zpusobem je ¢ vyjadfena jako linearni kombinace charakteristickych funkci s nezapornymi
koeficienty a méfitelnymi mnozinami.

Lemma 5.20: Necht ¢ = ™" bjxr;, kde Fy,..., F, € Maby,... by > 0. Potom
[odn=>"bur)
=1
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Diikaz. V dikazu ovéfime, ze pokud
> aixm =Y bixs, (50)
i=1 j=1

kde Fy,...,E,, Fy,...,F, € Maay,...,a,,b1,...,b, > 0, potom

Z aip(E;) = Z bip(Fy),

z ¢ehoz vyplyva tvrzeni lemma.

Mnoziny FEi, ..., E,, Fi, ..., F,, rozkladaji X na 2™ po dvou disjunktnich podmnozin,
z nichz kazda vznikne jako prunik nékterych mnozin z F, ..., E,, Fy, ..., F,, s doplaky téch
zbyvajicich. Vynechame-li prazdné mnoziny, dostaneme takto k£ < 2™*™ po dvou disjunktnich
neprazdnych mnozin A,, ..., Aj; takovych, ze A; U--- U A, = X. Potom

(Vi e n)(3L; C k) (E = AT>

rel;
a podobné
(Vjem)3J;, k)| F=]A
reJd;
JelikoZ jsou mnoziny Ay, ..., Ak po dvou disjunktni a také méfitelné, plyne z aditivity p, ze
WE) =Y u(A) a p(F) = pA,)
rel; T'EJj

pro vSechnai € naj € m.
Zafixujme index r € k a zvolme jedno pevné = € A,. Potom pro libovolné i € n je bod
x € E;, pravé kdyz r € I,. To lze ekvivalentné vyjadrit tak, ze

(Vi € n)(xe (x) = xr(r))
a podobné
(V5 € m)(xr(x) = xu;(r))-
Vyhodnotime-li obé strany rovnosti (50) v bodé x, dava nam predpoklad (50) identitu

Z CLZ‘X[i<T) = Z ijJj (T)7
i=1 Jj=1

ktera plati pro kazdé r € k. Vynasobime-li posledni rovnost y(A,) a nasledné se¢teme pres
vsechna r € k, dostaneme

Z ai Yy n(A)xn(r) = Z b > n(A)xs, ().



Nakonec si stac¢i uvédomit, Ze

k
D w(A)x(r) =Y p(Ay) = u(E)
r=1 rel;
a podobné
k
> (A)x, (1) = p(A) = p(Fy)
r=1 reJ;
a dikaz je dokoncen. O

Dalsi véta shrnuje zakladni vlastnosti integralu jednoduchych funkei.

Véta 5.21: Necht (X, M, 1) je prostor s mirou a ¢, 1) € .Z, jednoduché funkce. Potom plati:
1. Je-lia > 0, potom [agp =a [ ¢.
2. J(o+d)=[o+ [ v
3. Je-li ¢ < 4, potom [ ¢ < [ ).

4. Zobrazeni u, : M — [0, 00| definované vztahem

o) = [ oy

je mira na M.

Diikaz. 1.Plyne okamzité z definice.

2. Necht . .
¢ = Z aixe, a Y= Z bixF;
i=1 j=1

jsou standardni reprezentace ¢ a 1. Protoze mnoziny Fj, ... E, jsou po dvou disjunktnia X =
U , E; a podobné mnoziny Fi, ... F,,. Z toho plyne, ze

j=1

1C-

(N Fj))

3

j=1

i=1
Potom

n m

¢+¢ = ZazXEl‘i‘Z ijFj - Z ZaiXEiij +Z ijXEiij = Z Z(ai+bj)XE¢ﬁFj:
i=1 j=1

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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z aditivity miry p.
3. Jesté jednou vyuzijeme reprezentaci funkci ¢ a 1) ve tvaru

¢ = Z Z aXpnr, a Y= Z Z bixe,nF,
i=1 j=1 i=1 j=1
jako v diikazu bodu 2. Z pfedpokladu ¢ < 9 plyne, Ze a; < b;, kdykoliv je E; N F; # (). Odtud

plyne
[o=Y Y anEnr) <Yy buEnr) - [v

i=1 j=1 i=1 j=1

no®) = [oan= [odu=o

Dale necht je {A;};°, posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z M a ¢ = > a;Xp,-
Potom pro A := U2, Aj, dostaneme ze o-aditivity ; rovnost

u¢<A>:/Agbduzzaiu(mm=ZZaiu<AmEi>=Z/A ddu =Y ne(Ar),

k=1 i=1

4. Zejmé

a tedy p je o-aditivni. U

Nyni si rozsifime definici integralu na libovolnou nezapornou méfitelnou funkei.

Definice 5.22 (Integral nezaporné funkce): Necht (X, M, 1) je prostor s mirou a f € %,.
Integral funkce f vzhledem k i definujeme vztahem

/fd,u = sup{/gbd,u ‘ gbéoiﬂjejednoduchéagbgf}.

Podobné pro A € M definujeme integral f vzhledem k y na mnoziné A vztahem

/ fdp :=sup {/ odu ‘ ¢ € Z, jejednoduchd a ¢ < f} .

A A

Poznamka: Vsimnéte si, nyni mame dvé definice integralu pro nezaporné jednoduché funkce,
avSak nejsou v rozporu. Hodnota [ f pro jednoduchou funkci f je stejna v Definici 5.22 jako

v Definici 5.18, nebot funkce f je jednou z funkci v supremu z Definice 5.22.
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Z Definice 5.22 a Véty 5.21 jednoduse plyne, Ze pro f,g € Z,, f < g, plati

i</

Podobné pro libovolné f € £, ac > 0jecf € £, aplati

[er=c|1

Nyni si mtizeme ukazat prvni ze tfi fundamentalnich limitnich vét teorie integralu - tzv. Vétu
o monotonni konvergenci znamou také jako Léviho vétu. Predpoklad, Ze je dan prostor s mirou
(X, M, 1), bude platit pro kazdou z nasledujicich vét, aniz bychom to explicitné v kazdé vété
zminovali.
Véta 5.23 (O monoténni konvergenci): Necht {f,}5° , je posloupnost funkei z .7, takova, ze
Jn < fos1 pro kazdé n. Potom funkce f = lim,, . f,, (= sup,,cy fn) je z Z4 a plati:

/fduzggngo/fndu-

Diikaz. Jelikoz je posloupnost { [ f,,}2° | neklesajici, lim,, , | f, existuje v [0, 0o|. Déle z pfed-
pokladt a Véty 5.10 plyne, ze f € £, aprokazdé n € Nje f, < f. Odtud mame

lim [ fodp < / fdu.
n—oo

Staci tedy dokazat opa¢nou nerovnost.
Zvolme pevné a € (0,1) a jednoduchou funkci ¢ € %, takovou, ze ¢ < f. Pro kazdé
n € N definujeme mnoziny

Ey={x € X [ fu(r) = ag(x)}.

Pro kazdé n € Nje E,, € M, protoze E,, = (f, —a®) ([0, 0]) a f, — a¢ je métitelna funkce.
Navic plati £,, C E,41 prokazdé n € Na X = U2 | E,. Dale

/ fudp > / wufuln= [ fduza [ odu (51)

En

pro vSechna n € N. S vyuzitim 4. tvrzeni Véty 5.21 a spojitosti miry s, zdola, viz Véta 4.24,
dostaneme

lim [ odu= lim is(Ew) = po(X) = [ o
En n—oo

n—oo

Proto limitnim pfechodem n — oo v nerovnosti (51) dostaneme



Tato nerovnost plati pro kazdé a € (0, 1), a proto opét limitnim pfechodem o« — 1— odvodime
nerovnost

lim [ fudu > / 6 du.
n—oo

Nyni staéi vzit supremum pies vSechny jednoduché funkce ¢ € £, takové, ze ¢ < f, a dosta-
neme

lim [ fudu > / fdu.
n—oo
[]

Véta o monotonni konvergenci je zcela zasadni nastroj v mnoha situacich. Mimo to ma
pro nas nasledujici bezprostiedni dusledek. Jen velmi zfidka mtizeme spocitat integral funkce
f € £, pfimo z Definice 5.22, protoZe je tfeba najit supremum ptes v jistém smyslu slozi-
tou a typicky nespocetnou mnozinu jednoduchych funkci. Véta 5.23 nam fika, Ze staci najit
jakoukoliv neklesajici posloupnost jednoduchych funkci ¢,, € Z,, ktera bodové konverguje f,
a spocitat lim,,_,« [ ¢,. Navic Véta 5.15 garantuje existenci takové posloupnosti.

Piiklad 5.24: Uvazujme 2y € R a yt = 9,, Diracovu delta miruna R, tzn., Ze X = R, M = oR

a pro kazdé £ C R mame
1, je-li g € E,
5960(E) = {0 .1
: je-li zy ¢ E.

Neni tézké si rozmyslet, Ze z Definice 5.18 a Vét 5.15 a 5.23 plyne, ze pro kazdé f : R — [0, o]
plati:

[ $ab, = a0

(rozmyslete).

Piiklad 5.25: Uvazujme pocitaci miru pna N, tzn., ze X = N, M = 2N a y(E) je pocet prvka
mnoziny £ C N. Funkce f € .Z; jsou v tomto pfipadé nezaporné posloupnosti, a proto misto
f(n) budeme psat f,. Vsimnéte si, Ze je-li nezaporna funkce ¢ nulova od jistého indexu, tj.
(Fjo € N)(Vj > jo)(¢; = 0), potom je ¢ jednoducha a z Definice 5.18 plyne, ze

/¢dM: JZJ:;%,

nebot ¢ lze reprezentovat ve tvaru ¢ = 2;0:1 OiX{j}-
Obecnou posloupnost f € .Z, l1ze aproximovat zespodu posloupnosti jednoduchych funkei

tvaru 37| fiX{j}> a proto je

n o0
/fdu=7}gr0102fj => 5
j=1 j=1
podle Véty 5.23. Pfipomenme, Ze posledni vyraz mtze byt co. Vidime tedy, ze pro pocitaci miru
1L, je integral vlastné Ciselna fada (prozatim s nezdpornymi ¢leny). Mnoho vét, které plati pro

Ciselné rady, lze ziskat jako specialni pripad obecnych vét teorie integralu.
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Jako prvni aplikaci Véty o monotonni konvergenci si dokazeme nasledujici tvrzeni, ze kte-
rého specialné vyplyva aditivita integralu na .2, .

Véta 5.26: Necht {f,}>2, je posloupnost funkciz £, a f = > 7 f,. Potom je f € 2,

a plati:
/fduz Z/fndﬂ-
n=1

Specialné pro f, g € Z, plati:

[+ aau= [ sau+ [ gan

Ditkaz. Nejprve uvazujme dvé funkce f1, fo € Z,.Podle Véty 5.15 existuji neklesajici posloup-
nosti jednoduchych funkei {¢,, }5° | a {1}, z Z, takové, ze ¢,, < f1 a1, < fo pro vSechna
n € Na¢, — fra, — fo.Potom {d,+1,}°°, je také neklesajici posloupnost jednoduchych
funkci z .Z, takova, ze ¢, + 1, < f1 + fo provsechnan € Na ¢, + ¢, — fi1+ fo. ZVéty 5.23
o monoténni konvergenci a 2. tvrzeni Véty 5.21 plyne, ze

[t san =i [ (00t vy ap = lim [ o+ im [v.du= [ fdes [ pd

Dale indukci snadno dokazeme, Ze pro kazdé N € Na fi,..., fx € Z, plati:

/gfndu=é/fndu-

Nyni staci v posledni rovnosti poslat N — oo a opét pouzit Vétu 5.23 o monotonni konvergenci.
Odtud plyne, ze f € Z, a také rovnost

[ an= fj [

coz jsme chtéli dokazat. [

Dusledek 5.27: Necht a; ; > 0 pro vSechna 7, j € N, potom

2D my=2 ) aiy

i=1 j=1 j=1 i=1
Diikaz. Ve Vété 5.26 staci vzit za p pocitaci miru na N. [

Véta 5.28: Bud f € .Z,. Potom plati:
/fduzO & f=0 p-sw
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Diikaz. Predpokladejme nejdiiv, Ze f je jednoducha. Je-li f tvaru f = Y7  a;,xp,, kde a; > 0
a E; € M, potom

n

[ =Y an(E) =0 & (e an(E)=0).

i=1
neboli [ fdu = 0, pravé kdyz a; = 0, kdykoliv je u(E;) > 0, coz znamena, ze f = 0 p-s.v.
Nyni pfedpokladejme, Ze je dana obecna funkce f € £, takova, ze f = 0 u-s.v. Potom

libovolna jednoducha funkce ¢ € .Z, spliujici 0 < ¢ < f je také skoro vsude nulova, tj. ¢ = 0
p-s.v. Tudiz

/fd,u = Sup{/qﬁdu ‘ ¢ € £, jejednoduchd a ¢ < f}
= sup {/ odp ‘ ¢ € £, jejednoduchda ¢ =0 u—s.v.} = 0.

Necht naopak f € %, spliuje [ fdu = 0.Pro spor predpokladejme, ze f neni i-s.v. nulova.
Zavedme pomocné méfitelné mnoziny

(b)) - e 2

UEn:{$€X|f(93)>O}.

Potom

JelikoZz f neni p-s.v. nulova, u({z € X | f(x) > 0}) > 0, a proto existuje n € N tak, ze
w(Ey) > 0. Z definice mnoziny F,, plyne, ze

1
f > —XEn>
n
a proto
1 E,
/fd/LZ—/XEndM:M ) >0,
n n
coz je spor s predpokladem [ fdu = 0. O
Dusledek 5.29: Pro funkce f, g € .Z, plati implikace:
f=gusv. = /fd,u = /gd,u. (52)

Poznamka: Opacna implikace v (52) samozfejmé neplati. Staci uvazit napt. Lebesgueovu miru
p=m afunkce f = x,1)a 9= X(-1,0-
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Ditkaz Diisledku 5.29. Je-li f = g p-s.v., pak existuje u-nulova mnozina £ € M tak, ze (Vx €
X\ E)(f(x) = g(x)). Potom fxge = gxpge. Uvazime-li jesté, ze f = fxg + fxgea fxg =0
(-s.v. a analogicky pro funkci g, potom z aditivity integralu a Véty 5.28 dostaneme

/fdu /fxEdu+/fxEc dp = /ngdwr/ngc duz/gdu-

]

Predpoklady Véty o monotonni konvergenci lze mirné zeslabit, nebot, jak uz jsme naznacili,
chovani funkci na mnozinach nulové miry mizeme pii integraci zanedbavat.

Dusledek 5.30: Necht f a {f,}>2, jsou funkce z .Z,, které splriuji:
i. (Vn e N)(fn < fog1 p-sv.),
il. f=1lim, o fn p-s.v.

Potom plati:

Gim [ fudu = / fdp.

Diikaz. Z ptredpokladui. plyne, zZe pro kazdé n € N existuje p-nulova mnozina F,, € M takova,
ze (Vo € X\ E,)(fu(z) < fotr1(z)). Podobné piedpoklad ii. implikuje existenci p-nulové
mnoziny Fy € M takové, ze (Vx € X \ Ey)(f(x) = lim, . fn(z)). PoloZime-li

E = [OJOEn,

potom podle Véty 4.26 je u(E) = 0 a funkce fyxge a {fuxge}>2, vyhovuji pfedpokladim
Véty 5.23, ze které plyne

/ fxpedp = lim / Saxeedp.

Protoze u(E) = 0, je f = fxpge p-s.v. a podobné f, = f,xpe p-s.v. pro kazdé n € N. Tudiz
s vyuzitim Dusledku 5.29 dostavame

[ ran= [ pxsan= i [ goxean =t [ raap

Predpoklad monotonie ve Vété o monoténni konvergenci musi byt splnén alespon p-s.v.,
jinak véta neplati. Sta¢i uvazit napt. posloupnosti funkei f,, := X(nnt1) n€bo g, := nXx(0,1/n)
které obé bodové konverguji k nulové funkci na R. Avsak je-li 4 = m Lebesgueova mira na R,

e /fndm:m((n,n+1)):1 a /g,ﬂmzn-m(((),%)):l
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pro vSechna n € N. Tedy limita posloupnosti integralti neni integral limitni funkce, ktery by
v tomto prikladé byl 0. Jedna nerovnost ovsem plati vzdy, coz je dusledek dalsi fundamentalni
limitni véty teorie integralu - tzv. Fatouovo lemma.

Lemma 5.31 (Fatou): Necht {f,}>°, C .Z,, potom

/ (hm inf fn> du < liminf / £odu.

n—oo n—oo
Diikaz. Méfitelnost vsech funkci v tomto ditkazu je zarucena predpokladem a Vétou 5.10. Bud
k € N. Pro kazdé j > Fk plati

inf f,, < fj,

n>k

/ggfndus /fj dy.

Vezmeme-li v této nerovnosti infimum pies vSechna j € N, j > k, mame

/3};2 fndp Sjugg/fj dp.

Protoze {inf,>x f,}52, je neklesajici posloupnost funkei z £, mizeme v posledni nerovnosti
poslat £ — oo a aplikovat Vétu 5.23 o monotonni konvergenci, ¢imz dostaneme

z ¢ehoz plyne, Ze

/(liminf fo)dp = /(hm inf fn) = hm / mf fro)du < hm mf/f] dpe
n—o0
= llmlnf/fj du,

coz jsme chtéli dokazat. [

Poznamka: Nerovnost v Lemma 5.31 muze byt ostra, jak ukazuji pfiklady zminéné pred nim.
Dusledek 5.32: Necht {f,}>°, C Z,, f € %, a f, = f p-s.v. Potom

/fd,ugliminf/fnd,u.
n—oo

Diikaz. Z ptedpokladu f,, — f u-s.v. vyplyva, ze existuje p-nulova mnozina £ € M tak, ze
(Ve e X\ E)(f(x) =lim, o fn(x)). Odtud mame

(v € X)(F(x)xpr(x) = lim f, (x)xpr(x) = Himinf fo(@)xee ().

Dale rovnosti f = fxge a f,, = fuXge plati y-skoro vsude a pro vsechna n € N. Proto aplikaci
Fatouova Lemma 5.31 na posloupnost { f,,x g }52 ; a Dusledku 5.29 dostane

/fXEcd;L:/fd,u§liminf/anEcduzliminf/fndp.
n—00 n—00
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Nasledujici jednoduché pozorovani, ze funkce s kone¢nym integralem je skoro vsude ko-
necna, budeme pottebovat pozdéji.

Lemma 5.33: Necht f € %, a [ fdu < oo. Potom
p{r e X[ f(r) =o0}) =0,

Diikaz. Pro spor predpokladejme naopak, ze p(Fo) > 0, kde
Ew:={re X | f(x) = o0}

Protoze f > fxg., mame

/fdu > /fwadu = 00 p(Ee) = 00,

coZ je ve sporu s pfedpokladem | fdu < oc. []

Nakonec si dokadzeme vétu, ktera je rozsifenim 4. tvrzeni Véty 5.21. Existuje velmi dulezita
tzv. Radon—Nikodymova véta, ktera je v jistém smyslu obraceni nasledujiciho tvrzeni, ale tu si
dokazeme az mnohem pozdéji.

Véta 5.34: Necht f € £, apuy: M — [0, 0] je definovana vztahem

pir(E) 1=/Efdu~

Potom ¢y je mira na M a pro kazdé g € £, plati:

[odus = [ sod 53)

Diikaz. Nejprve dokazeme, Ze /i je mira na M. Ziejmé 114() = 0, a proto stali ovéfit o-
aditivitu jr. Necht { £, }7°, C M jsou po dvou disjunktni a £ := U2 | E,,. VSimnéte si, ze

fxe=>_ fxe.

n=1

a proto s pouzitim Véty 5.26 dostaneme

py(E) :/Efdﬂz/fXEdN:i/fXEndN:i/E fduziuf(En),
n=1 n=1 n n=1

coz jsme chtéli ovérit.
Dale dokazeme rovnost (53). Uvazujme nejdfive funkci g = xg € Z,, kde F € M, potom

/gduf = pys(E) = [Efduz /fgdu-

Odtud a z aditivity integralu plyne, Ze (53) plati pro kazdou jednoduchou funkeci g € .Z,. Nyni
k ditkazu rovnosti (53) pro obecnou funkci g € %, sta¢i aproximovat g zespodu jednoduchymi
funkcemi jako ve Vété 5.15 a pouzit Vétu 5.23 o monotonni konvergenci (ovéite). [
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5.3 Integrace realnych a komplexnich funkci

Budeme pokracovat v konstrukei integralu a definici si rozsifime z méfitelnych nezapornych
funkci nejprve na méfitelné funkce realné a poté komplexni, tzn. s hodnotami v R a v C. Stale
predpokladame, Ze je dany prostor s mirou (X, M, 1), aniz bychom to explicitné zmiriovali.

K rozsifeni integralu z nezapornych funkci na realné, vyuzijeme rozkladu funkce f na po-
zitivni a negativni ¢ast:

f=r=f,

viz Definice 5.13. Je-li f méfiteln4, jsou f* € .Z,, a tudiz integraly [ f* jsou dobie definované.
Nyni je jasné, jakym zptisobem rozsitit definici integralu na f. Jediné (kromé méfitelnosti f), co
je tfeba oSetfit, je, abychom v definici integralu nedostali vyraz ,00 — 0o, Rozsifeni integralu
z realnych na komplexni funkce ptirozené vyuziva rozkladu funkce f na realnou a imaginarni
cast, f =Re f +ilm f.
Definice 5.35 (Integral realné a komplexni funkce): Bud f : X — R méfitelna funkce takova,
ze alesponi jeden integral z [ fTdua [ f~du je kone¢ny. Potom definujeme

[ tan= [ rrau= [ ran

Je-li f: X — C méfitelna funkce, potom klademe

/fd,u ::/Refdu+i/lmfdu,

maji-li oba integraly napravo smysl podle definice vyse.
Navic, je-li f : X — C méfitelnd na E € M, definujeme

[Efdu :Z/fxEdu,

je-li integral napravo dobfe definovan ve smyslu definice vyse.

Hodnota integralu z pfedchozi definice nemusi byt konecna, v aplikacich vsak obvykle pra-
cujeme s funkcemi, jez maji konecny integral. Tyto funkce nazyvame integrabilni. Vsimnéte
si, ze f : X — R ma koneény integral, pokud oba [ f*du < coi [ f~du < oo. Protoze
|f| = f+ + f_, 1ze integrabilitu f stru¢né vyjadrit nasledovné:

f je integrabilni < f je méfitelnd a /|f]du < 0.

Stejnou ekvivalenci 1ze napsat i pro funkce s komplexnimi hodnotami, tzn., ze f : X — C
nazveme integrabilni, praveé kdyz jsou obé realné funkce Re f a Im f integrabilni v pfedchozim
smyslu.

Definice 5.36 (Integrabilni funkce, prostor integrabilnich funkci): Funkeci f : X — C nazveme
integrabilni, pravé kdyz je f méfitelnd a [ |f|du < co. Obecnéji fekneme, Ze f je integrabilni
na mnoziné E € M, pravé kdyz je [ méfitelnd na F a [, |f|du < oo. Déle pro prostor inte-
grabilnich komplexnich funkci pouzivame nasledujici znaceni:

L =L XM, pn)=2L(X,u) =L (u):={f: X = C| f integrabilni }.
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Véta 5.37: Je-li f,g € £ aa € C,potom f + ag € £ aplati:

/(f+a9)dﬂz/fdﬂ+a/gdu.

Tedy .Z je linearni prostor nad C a integral je linearni funkcional na .Z.

Ditkaz. Je-li f,g € £ a« € C, potom je of + g méfitelna, a protoze |f + ag| < |f| + |al|g
mame také

>

/ I+ agldu < / (171 + lollgl) dys = / i+ Jad / l9ldz,

diky jiz znamym vlastnostem integralu na .Z,. Tedy f + ag € .Z.
Druhé tvrzeni bude dokazano, ovérime-li, Ze

[+ aau= [ sau+ [ gau (54

Jendu=a [ sau (55)

Nejprve ovérime aditivitu (54). VSimnéte si, ze pokud ovéfime (54) pro dvé realné funkce
f,g € Z, bude (54) platit také pro dvé obecné komplexni funkce f, g € .Z, jak vyplyva jed-
noduse z definice integralu. Pfedpokladejme tedy, ze f,g € -Z jsou realné funkce a oznacme
h := f + g. Potom

hr—h™=f"—f"+g" —g,
neboli

ht+f +g =h + fr+g".
Z aditivity integralu na .Z,, viz Véta 5.26, vyplyva rovnost

/h*d,u—l—/fd,u—i—/gd,u:/hd,u+/f+du+/g+d,u,

ktera po preskladani implikuje rovnost

[ = [ s+ [ gan
coz jsme chtéli dokazat.

Pro dikaz homogenity (55) pfedpokladejme nejprve, ze f € Z je realna funkce a o € R.
Je-lia > 0, plati (o f)* = af* arovnost (55) je snadné ovéfit. Je-li naopak v < 0, potom mame

Jenau= [@ntan= [@n an= [Capa- [aen

= —a (/(—f)*d,u—/(—f)‘du) = —a (/f‘du—/f+du) :a/fdu,
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kde jsme vyuzili toho Ze (—f)F = ij K dﬁkazu obecného pfipadu sa € Ca komplexni

vvvvv

Oznacime-li pro jednoduchost a := Rea, b := Im « a podobné g := Re f, h := Im f, dosta-
neme

/afdu = /(a +ib)(g + ih)dp = /((ag — bh) +i(ah + bg)) du

—/(ag—bh)dMJri/(athbg)dﬂ—a/gdu—b/hdu+ia/hdu+ib/gdu
= (a +ib) (/gdqui/hdu) —oz/fdu.

Véta 5.38: Je-li f € £, potom

‘ / fdu1 < [171an

Diikaz. Nerovnost plati trivialné, pokud f fdu = 0 atéméf trivialng, je-li f € £ realna, nebot

‘/fdu' - ‘/f*du—/f‘du‘ < [ [ran= [t ran= [ iflan

Piedpokladejme tedy, ze f € £ a [ fdu # 0. Polozme

N T
[ fdu|

‘/fdu' —a/fdu /afdu,

je ¢islo [ o fdpu realné (dokonce nezaporné), a tudiz

/afdu:Re/afdu:/Re(af)du

Vyuzijeme-li navic toho, Ze nerovnost jsme jiz dokazali pro readlné funkce, dostaneme

'/fdu’ ~ [re@ndu< [IRe(@pian < [lasian=al [ 1ridn= [ 17l

nebot |a| = 1. O

Protoze

Véta 5.39: Necht f, g € Z. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. f=gu-sv,
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2. [If —gldu=0,
3. (VEeM) ([, fdu= [, gdp).

Diikaz. Ekvivalence 1. < 2. vyplyva z Véty 5.28, nebot |f — g| € Z, pro f,g € Laf =g
p-s.v., pravé kdyz | f — g| = 0 p-s.v.
Implikace 2. = 3.: Pokud je [ |f — g|du = 0a E € M, potom s vyuzitim Véty 5.38 mame

/Efdu—/Egdu‘ - ‘/XE(f—g)du‘ < [ xels =gl < [ 1 = gldu=0.

a proto fE fdu = fE gd.
Implikace 3. = 1.: Diikaz provedeme sporem. Viimnéte si, ze ozna¢ime-li u := Re(f — g)
av:=Im(f — g), potom

f=g psv. & u=v=0 psv. & u =u =vi=0v" =0 p-sw
Pokud tedy f # g u-s.v., potom néktera z funkci u™, v, v", v~ neni u-s.v. nulova. Necht je to
napf. v Potom pro mnozinu F := {z € X | ut(z) > 0} plati u(E) > 0, a proto

Re(/fd,u—/gdu):/udu:/u+dﬂ>0,
E E E E

kde druha rovnost plyne z toho, ze v~ = 0 na E, nebot u"u~ = 0. Na druhou stranu podle
predpokladu 3. je [, fdu = [, gdpu, z CehoZ specialné plyne

Re(/Efdu—/Egdu):O

a to je spor. Ostatni moznosti se diskutuji analogicky. [

Véta 5.39 ukazuje, ze z hlediska integrace je lhostejné, zménime-li funkci na mnoziné nulové
miry. Funkce by nemusela byt na mnoziné nulové miry ani definovana a presto ma integral
této funkce dobry smysl, dodefinujeme-li ji tfeba nulou (nebo jinak). V podobném duchu lze
integrovat také funkce s hodnotami v R, pokud jsou p-skoro véude koneéné. Napi. integral
funkce f(z) = In|z| na intervalu (—1, 1) vzhledem k Lebesgueové mifre je dobfe definovany,
at uz hodnotu In 0 definujeme jakkoliv, napt. In 0 := 0.

Tyto uvahy si formalizujeme a rozsifime tak definici méfitelnosti a integrability funkce.
Pfipomerime, Ze je dan prostor s mirou (X, M, p). Defini¢ni obor funkce f oznac¢ime Dy.

Definice 5.40 (Rozsifeni pojmu méfitelna funkce): Komplexni funkci f definovanou p-skoro
vsude na X nazveme meéritelnou na X, praveé kdyz existuje £y € M, By C Dy, M(E;) =0
aplati f~1(U) N E; € M pro kazdou otevienou mnozinu U C C (viz Lemma 5.2).

Dodefinujeme-li méfitelnou f na mnoziné £ nulou, tj. definujeme

fla) = {g(x)’ ' ?ﬁ’ (56)



potom je f méfiteln4 v ptivodnim smyslu (ovéfte). Samoziejmé pokud je f definovana na ce-
lém X a méfitelna v pivodnim smyslu, je také f méfitelna ve smyslu novém, nebot v tomto
pripadeé staci polozit £y = X. Tedy definici méfitelnosti jsme skutec¢né rozsirili. Pokud je navic
p aplna, mohli bychom v definici (56) dodefinovat f na E'; jakkoliv, a pak by takova f byla také
meéfitelna, coz plyne z 1. tvrzeni Véty 5.16.
Podobné rozsifime integrabilitu na p-s.v. definované méfitelné funkce.

Definice 5.41 (Rozsifeni pojmu integrabilni funkce a jeji integral): Rekneme, Ze ji-s.v. defino-
vana komplexni funkce f je integrabilni, pravé kdy? je méfitelna a funkce f z definice (56) je
integrabilni, tj. f € Z. Prostor integrabilnich p-s.v. definovanych funkci oznacime

L =L(X, M, p) = L(X, ) = L(p).

Integral funkce f € L dodefinujeme vztahem

[ fan= | jau

I kdyz neni mnozina £y z definice méfitelnosti f, a tedy ani funkce f , urCena jednoznacné, je
korektnost definice integralu pro funkci f € L zaruc¢ena Vétou 5.39. V nasledujici vété shrneme
zékladni vlastnosti tykajici se pravé rozsitenych pojmu.

Véta 5.42: Plati:
1. L je linearni prostor a integral je linearni funkcional na L.

2. Je-li f méfitelna resp. integrabilnia g = f u-s.v., potom je také g méfitelna resp. integra-
bilni.

3. Je-li { f,}5°, posloupnost y-s.v. definovanych méfitelnych funkeia f,, — f p-s.v., potom
je f méfitelna.

Diikaz. 1. Ovéfeni 1. tvrzeni je jednoducha aplikace Vét 5.37 a 5.39 a prislusnych definic.

2.Je-li f méritelnd a By mnozina z definice méfitelnosti f, potom staci polozit £, := ENEY,
kde EF € M je takova, ze u(E¢) = 0 a f(z) = g(x) pro vSechna x € E. Potom je u(Ej) = 0
apro U C C otevifenou mame

g UO)NE,=f ' (UNE;NE e M,

protoze f~'(U)NE; e M.
Je-li f navic integrabilni a f, g funkce f, g dodefinované nulou na E¥, £, potom g

H-s.v., a tudiz
/mw=/Mw=/mw<m

f

neboli g € L.
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3. Podle pfedpokladu existuje mnozina F € M, p(E°) = 0 takova, ze (Vo € E)(f(x) =
lim,, 00 fn()). Jsou-li dale Ef, € M mnoziny z definice méfitelnosti funkei f,,, potom polo-
Zime .

E;:=EN()Ey,.
n=1

Z Véty 4.26 plyne, ze ji(E$) = 0. Zavedeme-li pomocné funkce

r . fn(l‘), erf? 3 L f(x), xEEﬁ
Fule) = {0, ceps, 10T {o, v e B

potom fo—f,a proto podle Disledku 5.12 je f méfitelna. Protoze f = f na Ey, tedy p-s.v.,
je f méfitelna podle jiz dokdzaného bodu 2. [

V tvahach, které nas vedly k rozsifeni mnoziny integrabilnich funkci, bychom mohli jit jeste
dal a dojit k tomu, Ze bychom mezi funkcemi, které se lisi na mnoziné nulové miry, nemuseli
vubec rozliSovat a mohli bychom je ztotoznit. To je zakladni myslenka konstrukce dtlezitého
funkéniho prostoru - tzv. Lebesgueova prostoru L' nebo obecnéji prostorti LP. Konstrukeci téchto
prostorti odlozime na pozdéji, viz ¢ast 5.7.

Nyni si dokazeme tfeti fundamentalni limitni vétu teorie integralu, tzv. Lebesgueovu veétu.
Predchozi dvé limitni véty, Véta 5.23 o monoténni konvergenci a Fatouovo Lemma 5.31, se ty-
kaly pouze nezapornych funkci. Lebesgueova véta se tyka obecnych komplexnich funkci a dava
nam postacujici a velmi obecnou podminku pro to, abychom mohli v 3. tvrzeni Véty 5.42 nahra-
dit méfitelnost integrabilitou. Navic budeme moci zaménovat limitu a integral. Zasadnim pred-
pokladem Lebesgueovy véty, ktery umozni limitni pfenos integrability a také zaménu limity
a integralu, je existence tzv. integrabilni majoranty posloupnosti méfitelnych funkei { f,,}2 ,,
tj. integrabilni funkce g takové, Ze | f,,| < g pro kazdé n. Tuto informaci v sobé skryva anglicky
nazev véty - Lebesgue’s dominated convergence theorem.

Véta 5.43 (Lebesgue): Necht {f,,}5°, je posloupnost méfitelnych p-s.v. definovanych funkei
takova, Ze limita

f(x) == lim f,(z)

existuje pro p-s.v. x € X. Pfedpokladejme dale, ze

(3g € L)(Vn € N)(|fu| < g p=s.:v.).

[ =t [ pan

Diikaz. Podle 3. tvrzeni Véty 5.42 je f méfitelna. Podle pfedpoklad nerovnost | f,,| < g plati
pro véechnan € N a p-s.v., z ¢ehoz limitnim pfechodem vyvodime, 7e také | f| < g p-s.v. Odtud

a z toho, ze g € L, vyplyva
/|f|du < /gdu < 00,
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atudiz f € L.

Dale dokazeme tvrzeni o zaméné limity a integralu. Uvédomte si, Ze staci uvazovat realné
funkce f, (a tedy i f), protoze toto tvrzeni lze aplikovat zvlast na Re f,, a Im f,, a dostat tak
obecné tvrzeni véty pro komplexni f,,.

Predpokladejme tedy, ze hodnoty funkeci f,, jsou realné pro kazdé n € N. Potom z predpo-
kladu | f,,| < g p-s.v. plyne, ze g+ f,, > 0ag—f, > 0 pu-s.v. Potom aplikaci Fatouova Lemma 5.31
na posloupnosti {g+ f,,}°2; a {g — [.}>2; (které podle potteby dodefinujeme nulou v bodech,
ve kterych nejsou nezaporné, coz nema vliv na hodnoty integrali niZe) a dostaneme

/gdu—l—/fdu§liminf/(g-i-fn)du:/gd,u—i—liminf/fnd,u
/gdu— /fdu < liminf/(g — fo)dp = /gd,u - limsup/fnd,u.
n—oo n—00

Odtud plyne, zZe

n—oo

limsup/fnd,ug /fd,u < liminf/fnd,u,
n—oo

a tedy vSechny nerovnosti plati jako rovnosti. To znamen4, Ze limita posloupnosti { [ f,du}52,
existuje a je rovna [ fdy. O]

Poznamka: Vsimnéte si, ze predpoklady Véty 5.43 implikuji, ze {f,,} je posloupnost integra-
bilnich funkci, nebot kone¢nost integralu [ |f,|du je disledkem nerovnosti |f,| < g p-s.v.
a toho, ze g € L.

Poznamka: Z Lebesgueovy véty snadno odvodime tvrzeni, které je zobecnénim Véty 1.19:
Necht y je koneéna mira, {f,,}22; posloupnost omezenych méfitelnych funkci, ktera konver-
guje stejnomérné k funkci f na X , potom

[ =t [ g

Neni-li ; kone¢na na X, tj. u(X) = oo, tvrzeni neplati. Dikaz je pfenechéan ¢tenéfi jako Cvi-
ceni 5.8.

Poznamka: Je-li x Lebesgueova mira m na R, je obvyklé psat napi. misto f(a b fdm symbol

/a ’ f(z)da

stejné jako pro integral Riemanntv. VSimnéte si, ze v pfipadé Lebesgueovy miry na R je

/ fdm = / fdm = fdm = fdm,
(a,b) (a,b] [a,b) [a,b]

protoze se jednotlivé intervaly lisi jen na mnoziné Lebesgueovy miry 0. Pro obecnou Lebesgue-
ovu-Stieltjesovu miru p asociovanou s funkei F' plati f(a . fdu = f(a b fdu, jen pokud je F'
spojita v bodé b, viz Cviceni 4.7, a podobné pro druhy krajni bod.
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Priklad 5.44: Spocitame limitu

* nsin (x/n)

li dz.
b o x(1+2a?) o
Pouzijeme Lebesgueovu vétu na posloupnost funkei
nsin (z/n)
fala) = ———5=,
(1 + x?)

které jsou méfitelné na (0, 00), nebot jsou zde spojité. Protoze

smy‘ <1
Y
pro véechna y € (0, 00), dostaneme
o) < 15 = 0(0)
n(z)] < =:g(x
1 +a2 Y

pro vsechnan € Na x € (0,00). Funkce g je integrabilni majoranta posloupnosti { f,,}°° ,, tj.

g € L((0,00),m), protoze
o > dx T
dz = —
/0 gla)de /0 I+ 2

Zde pouzity Lebesguetv integral ma stejnou hodnotu jako odpovidajici integral Riemanntiv,
coz si ukazeme pozdéji (viz podkapitola 5.4). Dale

lim f, () = —

n—00 - 1+ 22

pro kazdé = € (0, 00). Proto podle Lebesgueovy véty mizeme zaménit limitu a integral a do-
staneme tak vysledek

lim Oonsin(m/n)dx:/oo dz ™
n—oo J, J](1+J}2> 0 ].—|—.Z‘2 2

Dale si ukazeme nékolik uzite¢nych aplikaci Lebesgueovy véty.

Véta 5.45: Necht {f,}5°, je posloupnost j-s.v. definovanych méfitelnych funkci takova, ze

aldys < .
3 i<

Potom funkéni fada Y~ | f,, konverguje p-s.v. k funkei z L a plati:

/inw=i/nw
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Diikaz. Polozime-lig =3 " |fn

Z Véty 5.26 plyne, Ze
[oan=3" [ 1fuldu <o
n=1

Tedy g € L. Specialné Lemma 5.33 implikuje, Ze ¢ je konec¢na p-skoro vsude. Jinymi slovy fada
> | fa(x) absolutné konverguje pro p-s.v. © € X a v téchto bodech x tedy také konverguje.
Navic pro kazdé n € N a p-skoro vsude plati

Z fi
j=1

Tudiz z Lebesgueovy Véty 5.43 aplikované na posloupnost caste¢nych soucta 2?21 f; dosta-
neme,zey fn€La

, potom je g p-s.v. definovana funkce s hodnotami v [0, co].

< g

o0 o0

[ fudn=3 [ e

n=1 n=1

]

Dalsi tvrzeni ukazuje, ze funkce z prostoru L lze v jistém smyslu libovolné pfesné aproxi-
movat jednoduchymi integrabilnimi funkcemi.

Véta 5.46: Necht f € L. Potom plati:

1. Pro kazdé € > 0 existuje jednoducha integrabilni funkce ¢ = Z;n:l ajxg, takova, ze
/ ¢ — fldp < e.
2. Je-li u Lebesgue-Stieltjesova mira na R, potom lze mnoZiny F; z definice ¢ volit jako

konecna sjednoceni otevienych intervald.

3. Je-li i Lebesgue-Stieltjesova mira na R, potom ke kazdému e > 0 existuje spojita funkce
g, ktera je konstantné nulova mimo kompaktni interval a plati

/If—gldu <e

Diikaz. 1. Necht f € L. Z Véty 5.15 vyplyva, Ze existuje posloupnost jednoduchych integra-
bilnich funkei {¢,, }22 | takov4, Ze pro viechna n € N a p-s.v. je |¢,| < |f| a ¢, — f. Funkee
2|f| € L je integrabilni majoranta posloupnosti {|¢, — f|}22 ,, nebot

G0 — [ < |l + [f] < 2[f]

pro vSechna n € N a pu-s.v. Proto mizeme aplikovat Lebesgueovu Vétu 5.43, ze které vyplyva,
ze

lim /\(bn — fldp = 0.
n—oo
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Tedy k danému € > 0 najdeme n, € N dostatecné velké tak, ze pro ¢ := ¢, plati

[ 160~ sl <

coz jsme chtéli dokazat.
2. Predpokladejme, ze 1 je Lebesgueova—Stieltjesova mira na R. Zvolme ngy € N tak velké,

aby pro ¢ := ¢, platilo

€

o — fldu < —.

[ 16 idn <5
Dale uvazujme reprezentaci ¢ ve tvaru ¢ = Z;nzl ajXE,;» kde ay, ..., a, jsou navzijem riizna
nenulova ¢isla a £y, ..., E,, jsou po dvou disjunktni méfitelné mnoziny. Nasim umyslem je

aplikovat Vétu 4.49 na mnoziny ;.
Vsimneéte si, Ze pro dvé mnoziny F, F' € M plati

M(EAF):/|XE—XF|dNa

nebot |[xg — Xr| = xgar, kde EAF = E\ FUF \ E je symetricka diference mnozin F a F.
Déle ovéiime, ze yi(Ej;) < oo pro kazdé j € . Protoze [¢| = > 7", |a;j|xg,, mdme

| 161 = laln(E)
Ej

a proto
1 1
u(E) = o [ Joldu< - [l <o
laj| /g, ||

Nyni mizeme aplikovat Vétu 4.49 na mnozinu F;, podle které existuje mnozina A;, ktera je
kone¢nym sjednocenim otevienych intervalq, tak, ze plati

€
AAE) < ——
,u( J ]) 2m‘aj|

pro kazdé j € m. Hledanou jednoduchou funkci nyni miizeme zavést vztahem

<5 = Z AjXA;-
j=1
Pro ni totiZ mame .
[16=0ln =" lajln(42E) < §
j=1
a celkem tedy
€

J16-nians [16-oldu+ [16-flau<5+5=c
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3. Z tvrzeni 2. vyplyva existence jednoduché funkce ¢ = Z;n:l ¢jxi;, kde Iy, ..., Iy, jsou
otevfené intervaly, takové, ze

15 =ddn<s

Bez Gjmy na obecnosti lIze predpokladat, ze I, ..., I,, jsou po dvou disjunktni a ¢; # 0 pro
kazdé j € m.

Idea diikazu je pro fixni j € 7 aproximovat funkci 7, spojitou funkci g;, ktera bude kon-
stantné nulovéa vné intervalu obsahujictho I; a [ |x; — g;|du bude maly. Je-li I; = (a;,b;),
potom muzeme volit g; napft. tak, Ze g; ma hodnotu 0 na (—oo, a;] U [b; + §, 00), hodnotu 1 na
la; + 6, b;] a je linearni na [a;j, a; + d] a [bj, b; + 6] pro § > 0 malé. Potom je

/ X1, — g5ldp < ul(az, aj +8]) + p((by, bj + 0]) = Fa; +0) — Flaz) + F(bj + 6) — F(by),

kde F' je neklesajici zprava spojita funkce asociovana s Lebesgueovou-Stieltjesovou mirou .
Protoze je F' zprava spojit4, Ize volbou dostate¢né malého 6 > 0 udélat rozdily F'(a;+6)—F'(a;)
a F'(b; + 0) — F(b;) libovolné malé. Zvolme tedy 0 > O tak, aby

(Vj € 1) (F(aj +0) = Flay) < 4m6|0j| N Fl )= F) < 4m€|Cj|)‘

Potom hledanou spojitou funkci g pro tvrzeni véty je g := Z;nzl c;g;j, nebot
€ m
F=gldp< [1f =eldu+ [ o —gldp <5+ el [ P, — gjldp
j=1

€ & € € €
< — . — _
2 +; <] (4m|cj] * 4m|cj]) 2 *

= €.

DO | ™

O

Poznamka: Pozdéji zavedeme metricky prostor L!(u) s metrikou definovanou integralem
[1f = gldu pro f,g € L'(u). Poznamenejme jiz nyni, ze Véta 5.46 fika, ze prostor jedno-
duchych funkci je husty v L!(1). Je-li navic i Lebesgueova-Stieltjesova mira na R, je také pro-
stor C..(R) spojitych funkci s kompaktnim nosi¢em (tzn. nulovych vné kompaktniho intervalu)
husty v L'(11); viz také Cviceni 5.9.

Jako posledni aplikaci Lebesgueovy véty si v této ¢asti odvodime dvé uzite¢na tvrzeni tyka-
jici se zamény limity/derivace a integralu pro funkce zavislé na realném parametru.
Véta 5.47 (O limité): Necht —oco < a < b < 00, ty € (a,b) a f : X x (a,b) — C. Pfedpokla-
dejme dale, ze

i (Vt € (a,b))(f(-,t) je méfitelna),

i, (p-s.v. x € X)(limy_yy, f(2,t) =: h(x)),
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iii. (Jg € L)(p-s.v.x € X)(Vt € (a,b))(|f(x,t)| < g(z)).

Potom je h € L a plati:

fim [ (o 0dn(e) = [ ho)duta).

t—to

Specialné je-li h(z) = f(x,t), tj. f(z,-) je spojita v £y pro p-s.v. z € X, potom také funkce
F(t) := [ f(z,t)du(x) je spojita v bodé .

Diikaz. Zvolme libovolné posloupnost {t,}5°, C (a,b) tak, ze t,, — t; a oznac¢me

fu(@) = [(2,tn).

Z piedpokladu i.-iii. plyne, ze { f,,} je posloupnost méfitelnych funkci, f,, — h p-s.v. a existuje
g € L takova, ze |f,(x)| < g(x) pro kazdé n € N a p-s.v. © € X. Muzeme tedy aplikovat
Lebesgueovu Vétu 5.43, z niz plyne, ze h € L a

li_)rn flz, ty,)du(x) = /hd,u.

Tvrzeni je nyni disledkem Heineho Véty 2.75. O

Poznamka: Neninutné, aby f z Véty 5.47 byla definovana v bodé t, jak ¢tenat snadno domysli
z dikazu. Uvedena formulace véty je zvolena pro jednoduchost. Dale technicky krok pouzity
v dukazu, kdy misto limity ¢ — ¢, pfechazime k posloupnosti ¢,, — ¢y a vyuzivame Heineho
véty je nezbytny, protoze Lebesgueova véta se tyka pouze funk¢nich posloupnosti.
Véta 5.48 (O derivaci): Necht —co < a<b<ooa f: X X (a,b) — R. Predpokladejme dale,
ze
i. (Vt € (a,b))(f(-,t) je integrabilni),
ii. (p-s.v.x € X)(f(x,-) je diferencovatelna na (a, b)),
iii.
of

(3g € L)(p-sv. x € X)(Vt € (a,b)) (‘E(x,t)‘ < g(x)) .

Potom je funkce F'(t) := [ f(x,¢)du(x) diferencovatelna na (a,b), d,f(-,t) € L a plati:

sz/%@ww@

pro kazdé t € (a, ).

Diikaz. Zvolme libovolné ¢y € (a,b), posloupnost {t,,}5°, C (a,b) \ {to} takovou, zZe t, — to
a definujme
f@,tn) — [, to)

hp(x) == Pa—
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Podle predpokladu i. jsou funkce h,, méfitelné a podle predpokladu ii. existuje limita

. of
pro p-s.v. x € X. Dale z Véty o prirtstku a predpokladu iii. plyne, Ze pro p-s.v. z a vSechna

n € N plati
af

()] < |52 (2,6n)

<
ot < g(@),

kde &, € (a,b).
Aplikaci Lebesgueovy véty na posloupnost {h, }°°, dostaneme 0, f(-,ty) € L a existenci
limity
F(t,) — F(t ,
im L) = FC0) o e ()du() = / g—{(:c,to)du(x).

n—00 t, — 1o N—00

Jelikoz byla posloupnost {¢,,}°° ; volena libovolné, vyplyva z Heineho véty, Ze existuje limita

Fit)—-F 0

To znamena, ze je F' diferencovatelna v bodé ¢, a pro jeji derivaci F”(ty) plati tvrzeni véty. [

Poznamka: Predpoklad i. ve Vété 5.48 je mozné zeslabit a pfedpokladat méfitelnost f(-,¢) pro
vSechna t € (a,b) a integrabilitu f(-,ty) pro jedno néjaké ¢y, € (a,b). Potom totiz dostaneme
pro lib. t € (a,b) s pomoci Véty o pfirtstku a predpokladu iii. odhad

|f(z, )] < |f(x,to)] + g(z)]t — Lo
platny pro p-s.v. x € X, z ¢ehoz plyne, ze f(-,t) € L.
Poznamka: Poznamenejme, Ze interval (a, b), ktery vystupuje ve Vétach 5.48 a 5.47, zejména
v pfedpokladech iii. s integrabilni majorantou g, mtze byt obsazen ve vétsi oteviené mnoziné /
(napt. I = R), na niz je funkce f(x,-) definovina. Pokud pfedpoklady Vét 5.48 a 5.47 plati

pro vsechny (a,b) C I, kde ovSem majoranta ¢ mize zaviset na a a b, dostaneme spojitost
i diferencovatelnost funkce F’' na celém I, nebot jsou to lokalni vlastnosti.

Priklad 5.49: Spocitame integral

™/2 arctg(tt
Ft) = / de,
0 g

kde t € R. Pomoci Véty 5.48 nejprve najdeme derivaci F'. Ozna¢me f : (0,7/2) x R — R

funkci
arctg(t tg z)

z,t) = ——=.
Flant) =
Pro kazdé ¢t € R je funkce f(-, ) spojita na (0,7/2), a tudiz méfitelna. Navic z nerovnosti
|arctg x| < |x| platné pro véechna = € R plyne, Ze

Fa )] = arctg(t tg z)

<[]

tgx
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pro vsechna = € (0, 7/2). Konstantni funkce je na omezeném intervalu integrabilni, a proto je
f (-, t) integrabilni pro kazdé t € R. Dale pro kazdé = € (0, 7/2) je funkce f(x,-) diferencova-
teln4 na R. Tedy predpoklady i. a ii. Véty 5.48 jsou splnény.
Také predpoklad iii. je splnén, protoze
E

1
)

- <
1+t2tg?ae —
pro kazdé (z,t) € (0,7/2) x R a1 je integrabilni funkce na (0, 7/2). Tedy podle Véty 5.48
mame 2
T d
Ft) = / %
o 1+titgx
pro kazdé ¢t € R.

Posledni integral jiz jednoduse spocitame (jako Riemanntiv integral). VSimnéte si, ze I je
licha funkce, a proto se staci se omezit na ¢ > 0. Po substituci y = tg x dostaneme

e 1 d 1 & 2 1
F’(t)Z/ Y _ / - dy,
o 1+2y214+9y2 t2-1), 14+2y2 1492

kde pro platnost druhé rovnosti musime navic predpokladat, ze ¢t # 1. Odtud déle spocitame,
ze

1 o0
F'(t) = P [t arctg(ty) — arctgyly = ST

prot > 0,t # 1. Pfipad t = 1 bychom mohli po¢itat pfimo, ale jednodussi je si v§imnout,
ze z Véty 5.47 plyne, ze F” je spojitd v bodé ¢t = 1. Predpoklad iii. plati, protoZe majoranta 1

z odhadu )

<

1+t2tg2e —
je samozfejmé integrabilni na [0, 7/2]. Také piedpoklady i. a ii. jsou splnény (ovérte). Celkem
tedy mame rovnost

T 1
F'(t) = =————
(*) 2t+1

pro véechna ¢ > 0. Integraci dostaneme F'() az na aditivni konstantu C' € R:

F(t) = gln(1+t)+0, t>0.

Jelikoz F'(0) = 0, vyjde nam C' = 0. Nakonec sta¢i I’ prodlouzit jako lichou funkci na (—o0, 0)
a dostaneme zavér:

Fit) = %ln(l—i—t) prot >0,
—5In(l1—t) prot <O.
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5.4 Vztah Lebesgueova a Riemannova integralu”®

Je-li i Lebesgueova mira na R, potom integral vzhledem k i vybudovany v predchozi ¢asti se
nazyva Lebesguetiv integral. Ctenaf uz zna z prvniho roéniku integral Riemanntv, a proto je
vhodné se na tomto misté podivat na vztah obou integrala.

Pfipomenme si struéné definici Riemannova integralu. Délenim intervalu [a, b] rozumime
koneénou posloupnost bodtt 0 = {zg,z1,...,2,} splivjicia = g < 7 < -+ < Tpq <
Zm = b. Necht f je redlnd omezena funkce definovana na [a, b]. Horni a dolni integralni soucet
f ptirozdéleni o jsou cisla

kde
MD = sup flz) a m) = inf f(z).

i
TE[xi—1,%4) TE€[Ti—1,4]

Potom definujeme horni a dolni integral vztahy
b
/ f(z)dx := inf{S,(f) | o je déleni [a, b]},

/ f(z)dx := sup{s,(f) | o je déleni [a, b]}.

Funkci f nazyvame riemannovsky integrabilni, pravé kdyz

/;bf(x)dx _ _/:f<x>dx.

Tuto spole¢nou hodnotu nazyvame Riemannuv integral f na [a, b] a znacime fab f(z)dx.

Véta 5.50: Bud [ : [a,b] — R omezena. Je-li f riemannovsky integrabilni na [a, b, je f také
(lebesgueovsky) integrabilni na [a, b] a plati:

b
/ f(z)dx = fdm.
a [a,b]

Poznamka: Zde jesté striktné rozlisujeme ve znaceni, abychom odlisili Riemanntv a Lebesgu-
euv integral. Je ale zcela bézné pouzivat znaceni fab f(z)dx pro Lebesguetv integral f[a b fdm.

Diikaz Veéty 5.50. Staci ukazat, Ze riemannovsky integrabilni funkce f je lebesgueovsky méfi-
telna, nebot integrabilita f potom plyne ihned z omezenosti f a intervalu [a, b].

Necht je f riemannovsky integrabilni na [a, b]. Pro libovolné déleni o = {x;}" intervalu
[a, b] definujme jednoduché funkce

Gy = Ml(f)X[a:o,m] + Z Mi(f)X(CCifl,CEi] a go = m(lf)X[xoaxl} + ngf)x(“*l@i]‘
i=2 =2
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Potom g, < f < G, na [a, b] a plati

5.:0) = [ Godm & so($) = [ gutm.

Pfipomenme dale, Ze z riemannovské integrability f plyne existence posloupnosti zjemrujicich
se rozdéleni o,, intervalu [a, b, tj. 0, C 0,41 pro kazdé n, jejichz norma ||, | = max; |z; —
x;_1| — 0 a pro kterou plati:

b b
I S, (= [ f@)ds @l s ()= [ fe)ds

Z inkluze 0,, C 0,41 plyne, ze G,, > Go,., @ go, < §o,.,- Diky této monotonii existuji
limitni funkce G := lim,,_,o, G,,, a ¢ := lim,, . gs,,, které jsou konecné, protoze

|Go,| < sup |f(z)] <00 a |[g5,| < sup |f(z)] <oo
z€[a,b z€[a,b]

pro kazdé n € N. Z Lebesgueovy Véty 5.43 plyne, Ze g a GG jsou lebesgueovsky méritelné a

b
/de = lim [ G,,dm = lim S,, (f) :/ f(z)dx

/gdm = /abf(x)dx.

Odtud plyne, ze [(G — g)dm = 0 a protoze G > g, je G = g s.v. podle Véty 5.28. Vezmeme-li
do tvahy také nerovnosti g < f < G, zjistime, ze f = G s.v. TudiZ f je méfitelna a plati

[ fam = [ Gam~ | ()

Z Véty 5.50 plyne, Ze Lebesgueova teorie integralu v sobé zahrnuje teorii Riemannova (vlast-
niho) integralu. Podobné také funkce s absolutné konvergentnim zobecnénym Riemannovym
integralem jsou lebesgueovsky integrabilni a oba integraly se shoduji.

a podobné

[]

Véta 5.51: Necht f ma absolutné konvergentni zobecnény Riemanniv integral na omezeném
intervalu [a, b], potom je f (lebesgueovsky) integrabilni na [a, b] a plati:

b
/ f(z)dx = fdm.
a [a,b]

Diikaz. Stali predpokladat, ze b je jediny kriticky bod funkce f na [a, b]. Nejprve ukazeme, ze
f je lebesgueovsky méfitelna na [a, b]. Podle pfedpokladu je f riemannovsky integrabilni na
la,b — 1/n] pro kazdé n € N, a proto podle Vét 5.50 a 5.5 mame

Fap = {xe {a,b—ﬂ ‘f(x) >oz} = 1 ((a,00)) N {a,b—l} L

n
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pro kazdé n € Na a € R. Protoze

E, ={z €la,b] | f(z) > a} = U EonUF,

n=1
kde F' = (), nebo F' = {b}, v kazdém ptipadé F € L, je také E, € L pro kazdé a € R.
Z Véty 5.5 plyne, Ze f je lebesgueovsky méfitelna na [a, b] a totéz plati o | f|.
Aplikujeme-li Vétu 5.23 o monoténni konvergenci spolu s Vétou 5.50, dostaneme

b— 1/n
/ |f(z)|dz = hm/ z)|dz = lim |f|dm:Ji_{go/x[avb—l/"]mdm

n—00 la,b—1/n]
- / fldm,
]

atudiz f € L([a,b]). Nyni mizeme v rovnosti

b—1/n
/ f(zx)der = / fdm,
a la,b—1/n]

ktera je opét dusledkem Véty 5.50, poslat n — oo a z Lebesgueovy Véty 5.43 dostaneme tvrzeni
o rovnosti integralt. []

Poznamka: Modifikaci ditkazu mizeme Vétu 5.51 dokazat také pro funkce majici absolutné
konvergentni Riemanntv integral na neomezenych intervalech.

Tedy Lebesgueova teorie integralu zahrnuje také funkce s absolutné konvergentnim zobec-
nénym Riemannovym integralem. Na druhou stranu funkce s neabsolutné konvergentnim Ri-
emannovym integralem uz lebesgueovsky integrabilni byt nemusi, viz Priklad 5.52. V takovém
pripadé je néjaké dodatecné rozsifeni Lebesgueova integralu nevyhnutelné. Nékteii autoii za-
vadéji zobecnény Lebesguetv integral na R pomoci limity podobné jako zobecnény Riemanntv
integral, ale my se timto zobecnénim zde zabyvat nebudeme.

Priklad 5.52: Uvazujme funkci

n

=y

X(n—l,n]-
Potom
1 = 1
+ _ - - _
/ ; 2nX(2n—1,2n} a f ; o — 1X(2n—2,2n—1]a
a proto

— 1
+d — _— = d .
/f " Zn:12n > /f e 2n—1 -
Tudiz f ¢ L(]0,00),dm). Na druhou stranu f ma neabsolutne konvergentni Riemannuv inte-

gral na [0, 00), nebot
i [ =30

n=1

’I’L

= —1In2.
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Priklad 5.53: Klasicky priklad ilustrujici tutéz skutecnost jako Priklad 5.52 je tzv. Dirichletiv

integral
/ e = (57)
0 x 2

jehoz vypocet uz neni tak trivialni. Upozornéme, zZe jde o zobecnény Riemannuav integral, ktery
je definovan pfislusnou limitou, a nikoli Lebesguetv integral, protoze funkce sin(z)/z neni
lebesgueovsky integrabilni na (0, 00). To ovéfime nize. Obvykly vypocet Dirichletova integralu
je zaloZen na tzv. reziduové vété z komplexni analyzy, kterou zde nemutzeme aplikovat. Vypocet,
ktery si ukazeme, vyuziva jiz nabytych znalosti o Fourierovych fadach.

1. Oznacme ]
sin x

g(z) = —

pro x > 0. Nejprve ovétime, ze g ¢ L ((0, 00), dm). Jelikoz

SiN 2 ~—
g (z) = — D X@im i (@),
j=0
muZzeme odhadovat
o] 1 25+ 9 o0 1
+ .
g dm > —/ sin(z)dx = — _ =00
/ ;(2]—1—1)% 9 W;2j+1

Podobné se ukaze, ze také

/g_dm = 00.

Odtud plyne, Ze g neni integrabilni na (0, c0).

2. Déle dokazeme (57). Konvergence zobecnéného Riemannova integralu v (57) plyne z Di-
richletova kritéria.

Uvazujme funkci
) = sin(x/2)

x

na intervalu [—7, 7] dodefinovanou spojité v bodé z = 0, tj. f(0) = 1/2. Podle Véty 1.64
konverguje Fourierova fada funkce f na (—m, ) k funkei f v kazdém bodé intervalu [—7, 7],
specialné v bodé x = 0. Dale aplikaci Véty 1.58 dostaneme

%: £(0) = lim F,(0) = lim L/’T fpySnln /20 )

n—00 n—o0 270 sin (¢/2)

—T

1 /Tr sin ((n + 1/2)t>dt.

t

V poslednim integralu provedeme substituci z = (n + 1/2)t a po drobné upravé mame

- lim (nt+1/2)m sinycdln:/"o sinxdeQ/oosin:L'dI’
0

n—ro0 —(n+1/2)7 z —o x

z ¢ehoz plyne rovnost (57).
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Ukéazeme si jesté jednu zajimavou vétu, ktera je Lebesgueovou charakterizaci riemannovské
intebrability. Rozhodnout, zda je dana omezena funkce na kompaktnim intervalu riemannovsky
integrabilni, nemusi byt jednoduchy ukol. Nasledujici véta mtze tento problém zna¢né zjedno-
dusit.

Véta 5.54 (Lebesgueovo kritérium riemannovské integrability): Omezena funkce f : [a,b] —
R je riemannovsky integrabilni, pravé kdyz

m ({z € [a,b] | f nenispojitavz}) = 0.

Diikaz. Nez se pustime do samotného dukazu, uvedeme definici oscilace f na mnoziné a v bodé
a jeji zakladni vlastnosti. Je-li A C [a, b], potom ¢islo

wy(A) = sup f(w) — inf f(z) = sup |f(z) = f(y)]

€A z,yeA

nazyvame oscilace f na A. V§imnéte si, ze ws(A) < ws(B), pokud A C B. Je-li z € [a,b],
nazyvame cislo

we(z) == inf wp(B,(d) Na,b]) = inf ws(B,(d) N[a,b])

6>0 0—0+

oscilace f v bodé x. Nasledujici vlastnosti oscilace funkce pouzijeme dale. Jejich ovéfeni je pre-
nechano ¢tenafi jako Cviceni 5.10.

« Funkce f je spojita v bodé x, pravé kdyz ws(x) = 0.

« Pro kazdé o > 0 je mnozina {z € [a,b] | ws(z) < a} oteviena v [a, b].

« Pro kazdé o > 0 je mnozina {z € [a,b] | ws(z) > o} uzaviena v [a, b].

1. Implikace (=): Necht f : [a,b] — R je riemannovsky integrabilni. Ozna¢me
N(a) :={z € a,b] [ wy(z) = a},

kde o > 0. Protoze
> 1
{z € ]a,b] | f nenispojitavze} ={z €la,b]|ws(x)>0}= U N (E) :
n=1

sta¢i dokazat, ze m(N(«)) = 0 pro libovolné o > 0.
Zvolme pevné o > 0 a € > 0. Z riemannovské integrability f na [a, b] plyne, Ze existuje
déleni o = {z;}", intervalu [a, b] takové, Ze

Se(f) = so(f) = wa ([wie1, i]) (2 — @i-1) < e
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Ozna¢me F := {i € m | (z;_1,x;) N N(c) # 0}. Pro kazdy index i € F je wy ([xi—1,25]) > a,
a tudiz

aZ(zi — ;1) < wa ([Tiz1, @) (2 — 24-1) < e

ieF i=1
Odtud plyne, Ze
Zm (i, xi-1)) = Z(xz —x;1) <€
i€F ieF
Intervaly {(z;,z;—1) | ¢ € F'} pokryvaji mnozinu N («) s moznou vyjimkou bodt {zo, ...,z },

coz je ale mnozina Lebesgueovy miry nula.
Celkem tedy jsme k libovolnému e > 0 nasli mnozinu E. € L takovou, ze N(a) C E.
am(FE,) < e. Polozme

E:= QEW.

Potom N(«) C Fam(FE) = 0azuplnosti miry m plyne, ze N («) je méftitelnd am(N(«)) = 0.

2. Implikace (<=): Podle ptedpokladu je m({z € [a,b] | ws(z) > 0}) = 0. Zvolme € > 0.
Potom N(e) C {z € [a,b] | ws(x) > 0}, a proto m(N(e)) = 0. Mnozina N (€) je uzaviena
a omezend, tedy kompaktni. Podle 2. tvrzeni Lemma 4.46 1ze mnozinu N (¢) pokryt spocetné
mnoha otevienymi intervaly, jejichZ celkova Lebesgueova mira je mensi nez e. Diky kompakt-
nosti N (¢), existuje kone¢ny pocet téchto otevienych intervala pokryvajicich N (¢). Ozna¢me
je U, ... Uy ajejich uzaveéry Iy, ..., I. Tedy

Bez Ujmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze intervaly [, ..., I jsou po dvou disjunktni,
jinak bychom kazdé dva intervaly s neprazdnym prunikem spojili do jednoho intervalu.

Mnozina K := [a, b]\ UL, U; je koneéné sjednoceni po dvou disjunktnich uzavienych inter-
vallia pro kazdé = € K jews(x) < e. Oznalme si tyto intervaly J, . .., J;. O téchto intervalech
muzeme predpokladat, ze wy(.J;) < € prokazdé j € I. Pokud by tomu tak nebylo, Ize rozdélit J;
na kone¢né mnoho uzavienych podintervala tak, Ze oscilace f na kazdém délicim intervalu uz
bude mensi nez e. Ukazme si, Ze to lze skute¢né provést. Necht J C [a, b] je uzavieny interval
takovy, ze (Vz € J)(ws(x) < €). Z definice wy(x) vyvodime, ze

(Va € J) (30, > 0)(w(Ba(0,) N [a, b)) < ).

Systém otevienych intervalt { B, (d,)}.cs je oteviené pokryti kompaktu J, a proto z nich lze
vybrat kone¢né mnoho intervali, které stale pokryvaji J. Jejich razné koncové body obsazené
v J mizeme usporadat a oznacit ¢q,...t._1 € J. Oznacime-li jesté ¢, a ¢, koncové body J,
dostavame déleni J, pro jehoz dil¢i intervaly plati

(Vs € ) (wy ([to 1)) < €,

271



nebot pro kazdé s € 7 existuje néjaké = € J tak, Ze [ts_1,ts] C By(0;).
Celkem tedy mame intervaly I, ..., Iy, Ji, ..., J;, které pfedstavuji déleni o intervalu [a, b]

a plati pro né, ze
k

Zm(m <e a (Vjel(wJ) <e).

Dil¢i body déleni o si oznaéme xg, . . ., Z,,. Potom mame

!
So(f) — so(f wa Ti1, 1)) (T — 2iq) wa i)+2wf(Jj)m J
=1

!
<22||f||oom )+ > em(J;) < 2||flloct + €(b — a),
7=1

kde || f[|co = SUD (o | f(2)]. Posledni vyraz Ize udélat libovolné maly vhodnou volbou €, z ¢e-
hoz plyne, Ze f je riemannovsky integrabilni na [a, b]. O

Priklad 5.55: Riemannova funkce (nebo téz Thomaeova) je definovana vztahem

Fa) = {2, jeliz e R\ Q,

ol je-lixz = §,p € Z,q € Nap, g nesoudélna.

Ovéfime, zZe [ je spojita na R \ Q a neni spojita na Q.

Funkce f neni spojita na Q: Bud r € Q. Zvolme posloupnost iracionalnich ¢isel r,, konver-
gujicich k r, napf. r,, := r 4+ v/2/n. Potom je f(r,) = 0 pro vechnan € Na f(r) > 0. Tudiz
f(r,) nekonverguje k f(r), a proto f neni spojita v r.

Funkce [ je spojita naR \ Q:Buda € R\ Qae > 0. Zvolme ng € N takové, ze 1/ny < e.
Jelikoz je v intervalu (a — 1, a + 1) pouze kone¢né mnoho racionalnich ¢isel, jejichZ jmenovatel
je mensi nez ngy (rozmyslete), najdeme § > 0 dostate¢né malé tak, aby interval (a — §,a + ¢)
neobsahoval Zadné racionalni ¢islo se jmenovatelem mens$im nez ny. Potom pro kazdé x €
(a—6,a+9)je

£0) = f@)] = 5@ < - <.
Tudiz f je spojita v bodé a.

Protoze m(Q) = 0, plyne z Véty 5.54, Ze f je riemannovsky integrabilni na libovolném
kompaktnim intervalu [a, b]. Navic podle Véty 5.50 se Riemannuv integral f na [a, b] shoduje
s Lebesgueovym, z ¢ehoz vyvodime, zZe

/ e =

Ukazme si jesté priklad riemannovsky integrabilni funkce, ktera je nespojita na mnoziné
mohutnosti kontinua.

nebot f =0 s.v.
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Priklad 5.56: Uvazujme charakteristickou funkci y¢o Cantorovy mnoziny C' z Prikladu 4.51.
Jelikoz je C' totalné nesouvisla, viz Cviceni 4.10, existuje k libovolnému bodu ¢ € C' posloupnost
x, € [0,1]\ C tak, ze x,, — c. Tzn., Ze xc(x,) = 0 pro kazdé n € N, kdezto xc(c) = 1. Proto
X ¢ neni spojita na C'. Naopak z toho, ze C' je kompaktni, a tudiz [0, 1]\ C' je oteviena, vyvodime,
ze X ¢ je spojita funkce na [0, 1] \ C'.

Jak vime z Ptikladu 4.51, m(C') = 0, a proto je podle Véty 5.54 x ¢ riemannovsky integrabilni
funkce na [0, 1]. Navic podle Véty 5.50 dostaneme okamzité hodnotu Riemannova integralu

/01 xc(z)dx = 0.

Lebesgueova teorie nabizi dvé zasadni vyhody oproti Riemannové teorii. Za prvé mame
k dispozici mocné limitni véty jako je Véta o monoténni konvergenci a Lebesgueova véta. Za
druhé Lebesguetv integral umoznuje integrovat mnohem vétsi tfidu funkei. Napt. Dirichletova
funkce xq neni riemannovsky integrabilni na zddném intervalu [a, b], nebot neni nikde spojita.
Z hlediska Lebesgueovy teorie je xg = 0 s.v., tudiZ je integrabilni a [ yodm = 0. Samoziejmé
tuto vétsi obecnost zfidka vyuzijeme pii vypoctu konkrétnich integrald, protoze integraly kla-
sické analyzy typicky integruji riemannovsky integrabilni funkce. Avsak zcela zasadni diisledek
vétsi mnoziny lebesgueovsky integrabilnich funkei je, Ze mnoho metrickych prostori, jejichz
metrika je definovana pomoci Lebesgueova integralu, jako napft. prostory L?, jsou uplné me-
trické prostory (viz Véta 5.87). To ma fundamentalni diasledky jak v teorii funkénich prostort,
tak v mnoha aplikacich, které vyuzivaji téchto metrickych prostoru.

5.5 Souc¢in mér a Fubiniho-Tonelliho véta

Uvazujme dva prostory s mirou (X, M, 1) a (Y, N, v). Jak uz vime z minulé kapitoly, systém
mnozin M XN = {AxB | A € M, B € N'},které bychom mohli nazyvat méritelné obdéiniky,
neni o-algebra na X x Y. Proto jsme zavedli M ® N\ jako o-algebru generovanou M x N, tj.
minimalni o-algebru obsahujici méfitelné obdélniky. Nasim cilem bude zavést na M ® A/ miru
1 ® v splitujici

p@v(AxB) = u(A)v(B) (58)

prokazdé A € M a B € N. Ze ziejmych divodu se ;1 ® v nazyva soucinem mér yi a v nebo téz
soucinovou (produktovou) mirou.

Idea definice souc¢inové miry stavi opét na obecné Carathéodoryho konstrukci miry z pra-
miry na algebfe. Tuto konstrukci provedeme v nasledujicich odstavcich. Po celu dobu predpo-
kladame, Ze jsou dany dva prostory s mirou (X, M, u) a (Y, N, v).

Lemma 5.57: Systém .4 kone¢nych sjednoceni po dvou disjunktnich méfitelnych obdélniki
je algebrana X x Y.

Ditkaz. Podle Lemma 4.16 sta¢i ukazat, Ze méftitelné obdélniky M x N tvoii elementarni sys-
tém.
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Ziejmé ) = O x (), a proto ) € M x N. Zbylé dvé vlastnosti z definice elementarniho
systému vyplyvaji z nasledujicich rovnosti:

(Ax B)N(C'x D) =(ANC) x (BN D)

(Ax B)"= (X x B°)U (A° x B),

které plati pro libovolné A,C C X a B, D C Y a které se ovéfi pfimo z definice kartézského
soucinu mnozin. O

Na algebie A kone¢nych sjednoceni po dvou disjunktnich méftitelnych obdélnikt definu-
jeme zobrazeni 7 : A — [0, 0o] vztahem

= ZM(A v (Bi)

kde £ = U} | A; x B; € A. Pfipomenme, Ze i zde pouzivame konvenci 0 - co = 0o - 0 = 0.

Lemma 5.58: Zobrazeni 7 : A — [0, 00| je dobfe definovana pramira.

Diikaz. Ovérime nejprve korektnost definice 7. K tomu ucelu predpokladejme, ze méritelny
obdélnik A x B je sjednocenim po dvou disjunktnich méfitelnych obdélnikt Ay x By, jejichz
pocet mize byt koneény i spocetné nekonecny. Druha moznost se nam bude hodit dale, a proto
rozsah pro index k nebudeme specifikovat. Tedy

Ax B = U Ak X Bk

k

Potom pro libovolné z € X ay € Y mame
Xa(®)xs(y) = Xaxs(@,y) Z X a,,x B, (2, Y) Z Xa, ()X, (y
Zintegrujeme-li tuto rovnost vzhledem k 1 a pouzijeme Vétu 5.26, dostaneme rovnost
=> u(A)xs,(y)

k

pro kazdé y € Y. Zintegrujeme jesté jednou tentokrat vzhledem k v a vyvodime rovnost

=) 1(Ap)v(By). (59)

Pro ovéfeni toho, Ze hodnota 7( E') nezavisi na reprezentaci ' € A, pfedpokladejme, ze

i=1 j=1
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kde {A; x B;}i_; a{C; x D;}7, jsou po dvou disjunktni méfitelné obdélniky. Potom pro kazdé
1 €N je
j=1
a mnoziny {(A; N C;) x (B; N D;)}L, jsou po dvou disjunktni. Podobné
i=1
pro kazdé j € m. Odtud a z pozorovani (59) vyvodime, Ze

n m m

Z p(Av(B) =) Y w(AinC)v (B, Dy) =Y u(Cyw(D;),

i=1 j=1 j=1

coz jsme chtéli ukazat.

Zbyva ovéfit, ze 7 je pramira na A. Ztejmé 7(0) = p(0)v(0) = 0, a proto staci dokazat
o-aditivitu 7. Uvazujme tedy posloupnost {A; X By}, po dvou disjunktnich mnozin z A
takovou, ze U2 | Ay X By € A. Vzhledem k aditivni definici 7 staci predpokladat, ze U | Ay, X
By € M x N (rozmyslete), tj. U2, Ax X By = A X B pro néjakd A € M a B € N. Jelikoz
Ay x By € A, Ize mnozinu vyjadrit

ng
Ak X Bk = UAEk) X Bz(k),

i=1
kde {AZ(-k) X Bi(k)}?:’“1 jsou po dvou disjunktni méfitelné obdélniky. Potom je mnozina A x B
spocetnym sjednocenim po dvou disjunktnich métitelnych obdélnika

oo Mg

AxB:UUAZ(.k)xBi(k)

k=1i=1
a proto muzeme aplikovat rovnost (59). Pouzijeme-li také definici 7, dostaneme
0o Nk 00
T(Ax B) = p(A(B) =Y 3 w(AP ) w(BM) =3 " n(A x By),
k=1 i=1 k=1
coz jsme chtéli ovéfit. O

Nyni jiz je vSechno pfipraveno na aplikaci Carathéodoryho metody kontrukce miry z pra-
miry 7 na algebte A. V§imnéte si, Ze algebra A generuje o-algebru M @ N Tedy podle Lemma
4.37 ur€uje w vné&jsi miru 7* na X x Y, jejiz zizeni na M ® N je podle Véty 4.38 mira, kterou
jsme chtéli zkonstruovat.
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Definice 5.59 (Souc¢in mér): Necht 7* je vnéjsi mira na X X Y urfena pramirou 7 na algebre A
definovanych vyse. Miru

pRv =11 MQN
nazyvame soucinem mer jia v.

Jsou-li miry 1 a v o-kone¢né, tj. existuji { A; }32, C M, kde u(A;) < oo prokazdéi € N tak,
ze X = U2, Ajapodobné {B;}32, C N, kde v(B;) < coprokazdé j € Ntak,ze Y = U2, B;.
Potom X x Y = U A; X Bjap®v(A; x B;) = u(A;)v(B;) < oo pro vechna 4, j € N.
Tudiz 7 je o-kone¢na pramira, a tedy i mira ¥ ® u je o-konecna. Navic podle podle Véty 4.38
je v ® u jedina mira na M ® N splaujici (58).

Nasim cilem je najit vztah mezi integraci vzhledem k soucinové mife ¢ ® v a integraci
vzhledem k miram p a v. Pro tyto vysledky bude predpoklad o-konecnosti mér i a v nezbytny.

Poznamka: Pro jednoduchost zde uvazujeme jen dva prostory s mirou, ovsem stejnou kon-
strukei se zavede soucin libovolného kone¢ného poctu mér. Konkrétné jsou-li (X;, My, i),
ooy (X, My, ) dané prostory s mirou, potom systém A kone¢nych sjednoceni mnozin tvaru
Ay x - x Ay, kde A; € M, @ € n, je algebra a analogickym postupem zkonstruujeme souci-
novou miru 1 ® - - - @ p, na o-algebfe M; ® - - - ® M,, splnujici

Hl@...(@un(Alx---xAn)ZH,ui(Ai)a
i=1

kde A; € M;, i € n. Navic jsou-li i; o-kone¢né miry pro vSechna i € 7, je mira ;11 ® - - - ® pu,
na M; ® --- ® M,, ur€ena jednoznac¢né vlastnosti vyse. Také asociativita

(1 @ p2) @ g = 1 @ (2 @ pg) = 1 @ o @ s

plati. Detailni ovéfeni pfenechame ¢tenafi.

Uvazujme stale dva prostory s mirou (X, M, i) a (Y, N, v). Pro budouci potieby zavedeme
nasledujici terminologii.

Definice 5.60 (Rez mnoziny): Necht E C X x Y,z € X ay € Y. Mnoziny
E,={yeY|(z,y) e E} a FE:={zxeX|(v,y)€FE}

nazyvame x-fez a y-rez mnoziny E.

Lemma 5.61: Je-li E € M @ N, potom (Vo € X)(E, € N)a (Vy € Y)(EY € M).

Diikaz. Pro potfeby dikazu uvazujme systém
R={FECXxY|(VzxeX)E,eN)a(VyeY)(EYe M)}
Systém R obsahuje méfitelné obdélniky, tj. M x N/, nebot napf.

B, jelix € A,

(A% B). = {@, je-liz ¢ A.
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Déle pro libovolnou mnozinu E C X x Y a posloupnost { £, }°°, C 2%*¥ plati rovnosti

(B, - (B a (UE) e,

n=1 n=1

a podobné pro y-fezy (ovéfte). Odtud plyne, ze R je o-algebra. Potom podle Lemma 4.7 je
M@ N C R, coz implikuje tvrzeni.
O

K odvozeni hlavniho vysledku budeme jesté potiebovat jeden pomocny vysledek tykajici
se tzv. monotonnich trid.
Definice 5.62 (Monoténni tiida): Neprazdny systém mnozin C C 2% nazyvame monotonni
trida na X, pravé kdyz plati:

1. Jelli{E,}>*, CCaFE CEyCE3C...,pakUX E, €C.

2. Je-li{E,}2, CcCaFy D Ey;,DE;D...,pakN  E, €C.

Ztejmé kazda o-algebra je monotonni tfida. Také se jednoduse ovéri, ze prinik monoton-
nich tfid je monoténni tfida, a proto mizeme definovat monoténni tfidu generovanou systé-
mem mnozin jako nejmensi monoténni tfidu, ktera systém obsahuje podobné, jako jsme to
udélali v pripadé o-algeber.

Definice 5.63 (Monotonni tfida generovana systémem mnozin): Necht () # £ C 2%. Mini-
malni monoténni tfidu obsahujici £, tj. systém

C(€):= ﬂ {C | & cCC A C je monoténni tiida} ,

nazyvame monotonni trida generovana systémem .

Lemma 5.64 (O monotoénnich tfidach): Necht A je algebra. Potom o-algebra generovana A
a monotonni tfida generovana A jsou totozné systémy, tj.

M(A) =C(A).
Diikaz. Pro stru¢nost budeme v diikazu psat C := C(A) a M = M(A). Jelikoz je M také

monoténni t¥ida, ktera obsahuje A, je C C M. Opaénou inkluzi C D M dokazeme, ukazeme-li,
ze C je o-algebra.
Definujme si pro kazdé F € C pomocny systém

Cp={FeC|E\FeCAF\EeCA EnFeC).

Zieimé ), E € Cpa F € Cp < E € Cr. Déle je jednoduché ovéfit, ze Cx je monoténni tiida
(provedte).

Je-li E € A, potom A C Cg, protoze je A algebra. Odtud déle plyne, ze C C Cg pro kazdé
E € A, protoze je C nejmensi monoténni t¥ida obsahujici A. Tedy

(VF € C)(VE € A)(F € Cg),
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coz je ekvivalentni tvrzeni

(VF €C)(VE € A)(E € Cp),
neboli (VF € C)(A C Cr) a odtud dale plyne

(VF € C)(C C Cp), (60)

protoze je C nejmensi monotdénni tfida obsahujici \A.

Z inkluze (60) vyplyva, ze (VE,F € C)(E\ FF € C ANENF €C).Tedy C je uzavieny na
kone¢né pruniky a polozime-li £ := X € A C C, zjistime, Ze C je uzavieny také na doplnky.
Odtud plyne, Ze C je uzavieny i na konecna sjednoceni, a tedy C je algebra.

Nakonec je-li { £}, }22, C C, potom

(Vn € N) <Fn ;:OEjec).

Protoze F,, C F,, 1 prokazdén € N, dostavame US° | E,, = U | F,, € C, nebot C je monoténni
tfida. Tim jsme oveéfili, ze C je o-algebra. Ol

Nyni méme vse pfipraveno pro to, abychom dokazali vztah pro souc¢inovou miru p ® v
pomoci integrace vzhledem k jednotlivym miram p a v/, coz bude hlavni ingredience pro dukaz
Fubiniho-Tonelliho véty.

Véta 5.65: Necht (X, M, ) a (Y, N,v) jsou prostory se o-konetnymi mirami y a v. Potom
prokazdé E € M QN je funkce x — v(FE,) resp. y — u(EY) M-méfitelna resp. N -méfitelna
a plati:

1 ® U(E) = / v(E.)du(z) = / W(EY)du(y).

Diikaz. 1) Tvrzeninejprve dokazeme pro pfipad, Ze miry p a v jsou kone¢né. Ozna¢me C systém
mnozin F € M ® N, pro které plati tvrzeni véty. V nékolika krocich dokazeme inkluzi M &
N C C, ¢imz bude véta dokazana.

a) Nejprve ukazeme, ze M X N’ C C. Bud F = A x B métitelny obdélnik z M x N . Potom

v(E;) = xa(z)v(B) a  p(EY) = u(A)xs(y)
pro véechna z € X ay € Y. Tudiz jsou funkce x — v(E,) ay — u(EY) méfitelné a také plati
rovnosti

n@v(E) =p@v(Ax B)=uAv(B),

/V(Ez)du(x) = V(B)/XA(x)d/w(x) = u(A)v(B)

[ nEnavte) =) [xwavy) = naw(s).
Z toho plyne,ze E = A x B € C.

278



b) Snadno rozsitime predchozi ¢ast a ukdzeme, ze A C C, kde A je algebra kone¢nych sjed-
noceni po dvou disjunktnich métitelnych obdélnikt z M x N. Skute¢né pokud F = UL Ej,
kde Ey, ..., E, € M x N jsou po dvou disjunktni, potom E, = U7, (E};), a EY = UL, (E;)Y,
a tudiz s vyuzitim bodu a) zjistime, Ze funkce

m

v v(E) =Y u( a ye p(EY) =) u((E)")

J:]_ j=l

jsou meéritelné,

[ B =Y & Z h&v(E,) = p e v(E)

a podobné pro druhy integral. Tedy £ € C.

c) Dale ukazeme, Ze C je monotdénni tfida. Potom uz s vyuzitim Lemma 5.64 dostaneme
kyzenou inkluzi, nebot M @ N =C(M x N) C C.

i) Necht {E,};>, C C, B, C E,1 pro viechnan € Na £ := U2, ;. Potom pro kazdé
x € X plati:

(En), €N, (E,), C (En+1), provéechnan € N a E, = U (Ej),

=1

kde jsme pouzili 1. tvrzeni Lemma 5.61. Definujme funkce f,, : X — [0, 00| vztahem

fu(x) == v ((En),) - (61)

Jelikoz E,, € C, je f, M-méfitelna, dale f,, < f, .1 pro vsechna n € N a diky spojitosti miry v
zdola, viz Véta 4.24, mame

lim f,(z) = v(E.) = f(x)

n—o0

pro kazdé x € X. Nyni podle Véty 5.23 o monoténni konvergenci je f M-méfitelna funkce a
plati:

[ vEdute) = [ Fapdute) = tim / fua)dua) = lim [ v (B).) duto)

n—00

= lim pRv(E,) =

n—oo

kde posledni rovnost plati diky spojitosti miry ;1 ® v zdola. Analogicky se ukaze, Ze také funkce
y — u(EY) je N-méfitelna a plati rovnost

/Y (BN dv(y) = p® v(E),

Tudiz C spliiuje prvni vlastnost z definice monoténni tfidy.
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ii) Podobné ovéfime i druhou vlastnost. Necht { £, }>° , € C, E,, D E,, 41 provSechnan € N
a B :=NJ2, E;. Potom opét s vyuzitim Lemma 5.61 mame
(En), €N, (E,), D (Ey1), provsechnan e N a E, = ﬂ (Ej),
j=1
pro kazdé x € X. Dale pro kazdé n € N jsou funkce f,, definované vztahem (61) M-méfitelné,
fn > fas1 aprokazdé x € X existuje limita

Tim () = v(E,) = f(2),

coz plyne ze spojitosti miry v shora, nebot z pfedpokladu kone¢nosti miry v mame v(E,) <
v(Y) < co.Déle (Vn € N)(|f,| = fu < f1) a fi € L(M, u), protoze

/X f1(2)du(a) = /X V(E)du(z) < v(Y) /X 1dpu(z) = p(X)p(Y) < 00

diky pfedpokladu kone¢nosti mér i a v. MiiZzeme tedy na posloupnost { f,, }°° ; aplikovat Lebe-
sgueovu Vétu 5.43, ze které plyne M-meéfitelnost f (dokonce integrabilita) a také rovnost

| E)auta) = w (B,

podobné jako v Casti i). Zbytek tvrzeni se odvodi analogicky.

2) Pfedpokladejme nyni, Ze 1 a v jsou o-kone¢né miry. Potom existuji {X,,}°°, C M
a{Yn}oo, C N, takze X = U2 X, aY =U2,Y, apu(X,) <ooav(,) < oo pro viechna
n € N. Navic mnoziny X,, a ¥, lze volit tak, Ze X C Xp41aY, C Y,y provsechnan € N
(rozmyslete).

Necht £ € M ® N.Pron € N pevné jsou zizeni ;s na X,, a zizeni v na Y,, kone¢né miry,
a proto muzeme aplikovat zavéry ¢asti 1), ze kterych plyne, ze funkce

fu(x) == v (BN (X0 X Ya)),) = xx, (2)v (Ex N Ya)

je M-méfitelna a plati

/X fo(x)dp(z) =pv(ENX, xY,).

Jelikoz pro vsechna n € N plati f,, < f,.1, protoze X,, X Y,, C X,,11 X Y, 11, mUzeme jesté
jednou aplikovat Vétu 5.23 o monotonni konvergenci spolu se spojitosti mér zdola, z cehoz
vyvodime, Ze funkce

f(z):= lim f,(x) =v(E,)

n—oo

je M-meéfitelna a

| ve. / Fladda(o) = lim [ fu(o)duta) = lim g v (B0 (X, x V)
X n—oo X n—oo

= pv(E).
Méftitelnost druhé funkce a také druhou rovnost z tvrzeni ovéfime analogicky:. [
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Konec¢né se dostavame k véte, ktera je spojenim dvou tvrzeni - Tonelliho a Fubiniho. Tyto
véty fikaji, za jakych predpokladu 1ze integral z funkce f na X X Y vzhledem k sou¢inové mire
1L @ v pocitat tak, ze integrujeme f nejprve v prvni proménné vzhledem k p a poté v druhé pro-
ménné vzhledem k v nebo naopak. Tonelliho pfedpoklad vyzaduje méfitelnost a nezapornost f,
tedy f € £, (X xY, M®N), kdezto Fubiniho ptedpoklad je integrabilita f, tedy f € L(p®v).
Mimo jeji teoreticky vyznam, je Fubiniho-Tonelliho véta prakticky nastroj pro vypocet vice-
rozmérnych integrald. Specialné véta dava postacujici podminky pro zaménu poradi integrace
funkce vice proménnych.

Véta 5.66 (Fubini-Tonelli): Necht (X, M, i) a (Y, N, ) jsou prostory se o-koneénymi mirami
jav.

1. (Tonelli) Je-li f € Z, (X x Y, M ® N), potom

(Vo e X)(f(z,)) € Z (Y, N)), (Y eY)(f(y) € £ (X, M)),

/ fy)du(y) € Zo(X, M), / f(.)du(z) € Lo (Y, N)

a plati:

frawon = (e au~ [ (s s o

2. (Fubini) Je-li f € L(x ® v), potom

(w-sv.x € X)(f(z,) € L)), (vsv.y e Y)(f(-y) € L(w)),

[ et e L. [ e dut) € L0
a opét plati (62).

Dikaz. 1. Oznaéme f, = f(z,-) a f¥ := f(-,y). Jelikoz pro libovolnou mnozinu B C R,
r e XayeY plati

(f1B), =) (B) a (fHB) =" (B),
ovéfime s pomoci Lemma 5.61 implikaci:
[ je M @ N-méfitelnad = (Vx € X)(Vy € Y)(f, je N-méfitelnd a f¥ je M-méfitelna).
Tedy predpoklad f € £, (X x Y, M @ N) implikuje, ze f, € Z, (Y, N)a f¥ € £, (X, M)
pro kazdé xr € X ay € Y, coz je prvni tvrzeni Tonelliho véty.

Vsimnéte si, Zepro K C X x Y,z € X ay €Y plati:

(xe), =xe. a (xg)’=xav,
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kde jsme opét pouzili znaceni (xg), (v) = xe(z,y) a (xg)’ (z) = xg(x,y). Z tohoto pozoro-
vani ptimo ovéfime, ze je-li specidlné [ = xp, kde E € M ® N, je zbyvajici ¢ast Tonelliho
véty shodna s tvrzenim Véty 5.65. Diky linearité integralu rozsifime snadno platnost tvrzeni
Tonelliho véty také pro pripad, ze f je méfitelna nezaporna jednoducha funkce.
Predpokladejme nyni obecnou funkei f € Z, (X x Y, M @ N). Bud {¢,}>> | neklesajici
posloupnost jednoduchych funkciz .2, (X x Y, MQN'), ¢, — f z Véty 5.15. Prokazdén € N

oznacme
= [ et

Potom g, € Z, (X, M) pro kazdé n € N a z Véty o monotdénni konvergenci aplikované na
posloupnost {¢,(x,-)}>2 | dostaneme, Ze

g(z) ;= lim g,(z) = lim gbnxydu /fIde

n—oo n—oo

prokazdé x € X. Aplikujeme-li nyni Vétu o monoténni konvergenci na neklesajici posloupnost
funkei {g,, }°°; a dale také na {¢,}°2 ;, vyvodime, ze g € £, (X, M) a

[ st@aute) = 1 [ g.(@ante) = i ( [ oty )du(l’)

n—0o0 X n—o0

—lm [ gduer)= [ fdpewv).

n=o Jxxy XxY

[ rawe) - /(/fxydv ) (@),

Zcela analogicky, pokud bychom namisto g,, uvazovali funkce

_ /X b, )dpi(z)

b= Tim h, — /Xf(;z:,~)du(a:) € L (V. N)

n—oo

Xfod(M@ /(/fxydu ) v(y).

2.Necht f € L(p®v) anavic predpokladejme, ze f > 0. Potom je f € £ (X XY, MQN)
a [ fd(u ® ) < 0o. Potom z jiz dokézané Tonelliho véty vime, Ze nezaporné méfitelné funkce

g:=[f(, y)ah:= [ f(z,-)du(x) spliuji

neboli

odvodili bychom, ze

a rovnost

/X g(@)du(z) = /Y b)) = [ Fd(uer) <oo,
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z ¢ehoz plyne g € L(u) a h € L(v), a proto podle Lemma 5.33 je g < 00 p-s.v. a h < 00 V-s.v.
Odtud a z definice funkci g a h plyne, ze f(z,-) € L(v) pro pu-s.v.x € X a f(-,y) € L(u) pro
v-sv.y €Y.

Nyni pro obecnou funkei f € L(u ® v) staéi aplikovat posledni pozorovani a jiz dokaza-
nou Tonelliho vétu jednotlivé na kladné a zaporné ¢asti funkci Re f a Im f a ziskame tvrzeni
Fubiniho véty (rozmyslete). []

Poznamka: Zavorky objevujici se v rovnici (62) ¢asto vynechavame a piseme napf.

/(/f(x,y)du ) //fxydu )dp(x //fdydu

v ev s

Poznamka: Predpoklad o-konec¢nosti mér x4 a v v Tonelliho—Fubiniho vété je nezbytny, viz
Cviceni 5.11. Taktéz predpoklad f € Z, (X xY, M®N) je v Tonelliho vété nezbytny a podobné
pfedpoklad f € L(u®v) pro Fubiniho vétu, jak ilustruje Pfiklad 5.67 nize. Dokonce se da ukazat,
ze oba integraly [ [ fdudv a [ [ fdvdu mohou existovat i pro neméfitelnou funkei f, avsak
v takovém pripadé nemusi mit stejnou hodnotu, viz napft. [10, Sec. 2.5, Exer. 47].

Poznamka: Obé véty, Tonelliho a Fubiniho, se ¢asto pouzivaji spole¢né. Obvykla je situace,
Ze pracujeme s méfitelnou funkei f a chceme zaménit poradi integrace v integralu [ [ fdudv.
Abychom dokazali integrabilitu f, ukaZzeme konec¢nost integralu [ |f|d(u ® v), ktery spoci-
tame/odhadneme postupnym integrovanim [ [ |f|dudy nebo [ [ |f|dvdpy, coz umoziuje véta
Tonelliho. Poté uz Fubiniho véta garantuje zdménu poradi integrace [ [ fdudv = [ [ fdvdy.
Piiklad 5.67: Uvazujme X =Y = N, M = N = 2% a i = v poéitaci miry. Definujme funkci
f N x N — R vztahem

1, m=n,
fim,n) =< —1, m=mn+1,
0, jinak.

Potom pro n € N mame

/fmndu m) = Zf(m,n) fnyn)+ f(n+1,n)=1-1=0,

=1

Prom € N je

/fmndu Zf(m,n):{f(l’l)zl’ J:e—l%m:L

fm,m—=1)+ f(m,m)=-14+1=0, jelim>2.

Odtud vidime, Ze

| [ fommiutmiant) = [ oautn) o,

/N/Nf(m,n)du(n)du(m) :/NX{I}(m) du(m) = 1.

kdezto
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Tedy

[ [ sommautmut # [ [ sommicutmantm),

neboli rovnost z Fubiniho véty neplati.

Neni totiZ splnén pfedpoklad Fubiniho véty, nebot [ ¢

urcime pozitivni a negativni ¢ast f:

L(p® 1), jak ukazeme déle. Snadno

1, m=n 1, m=n-+1,
frm,n) = . S~ (m,n) = 3y
0, jinak 0, jinak.
Odtud
[Fawen= 3 rHmn) =
(m,n)€EN2
aproto f & L(p @ p).

I v pfipadé, Ze jsou obé miry p a v Gplné, neni souéinova mira p ® v témér nikdy uplna.

Skute¢né pokud existuje ) # A € M, u(A) =

0aN # 2Y (napi jsouli p =

Vv =1m

Lebesgueova mira na R), potom pro libovolnou B € 2¥' \ N je A x B ¢ M ® N/, jinak bychom

dostali spor s Lemma 5.61, nebot pro x € A je (A x B), =
= u(A)v(Y) =0, a proto ¢ ® v neni aplna.

apv(AxY)

B.Avsak A x B C AxY

Chceme-li pracovat s uplnou mirou, pfirozené se nabizi miru ¢ ® v zuplnit. Tonelliho-
Fubiniho véta plati i pro ptipad zaplnéné soucinové miry.

Véta 5.68 (Fubini-Tonelli pro Gplné miry): Necht (X, M, u) a

(Y, N,v) jsou prostory s upl-

nymi o-koneénymi mirami p a v. Oznaéme (X x Y, R, p) ziplnéni prostoru (X X Y, M ®

N,p@v),f R=MeNap:=puv.
1. (Tonelli) Je-li f € Z, (X x Y, R), potom

(s, € X)(f(x,") € Zo(Y.N)),

U/Nwﬁwwefﬂxﬂﬂ

a plati:

f 1o, ([ )

2. (Fubini) Je-li f € L(p), potom

(-sv.x € X)(f(z,) € L(v)),

/fmwmm»eum,

a opét plati (63).
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(v-sv.y € Y)(f(-,y) € Z (X, M)),

/ﬂ%ﬁM@eﬁﬂKN)

/(/f:vydu ) V). 63)

y) € L),

[ @ duta) € L)

(v-sv.y € Y)(f(,



Diikaz. Nejprve si dukaz redukujeme na p-s.v. nulové funkce. Pfedpokladejme, ze f je R-
méfitelna funkce. Podle Véty 5.17 existuje M ® N -méfitelna funkce g takovd, ze g = f p-s.v.
Definujme h := f — g. Potom h je R-méfitelna a h = 0 p-s.v. Protoze (standardni) Fubiniho-
Tonelliho Véta 5.66 je aplikovatelna na g, staci dokazat tvrzeni pro p-s.v. nulovou funkci h
namisto f.

V dalsi casti dikazu pouzijeme nasledujici pozorovani.

Lemma 5.69: Necht £ € M ® N a pu® v(E) = 0. Potom
(u-sv.x € X)(v(E,) =0) a (v-sv.yeY)(u(EY) =0).

Diitkaz Lemma 5.69. Aplikaci Tonelliho véty na charakteristickou funkeci x z dostaneme

/X V(E)du(z) = /X /Y v (8) dv(y)dp(z) = p® v(E) =0,
=xe(z,y)

a proto je v(E,) = 0 pro u-s.v. x € X, viz Véta 5.28. Podobné dokazeme i druhé tvrzeni. [
Protoze je h = 0 p-s.v. a p je zuplnéni y ® v, existuje E € M N, u@v(E)=0a
{(z,y) € X XY | h(z,y) # 0} C E.

Vezmeme-li v posledni inkluzi x-fezy, dostaneme

{yeY |h(z,y) #0} C E,.

Podle Lemma 5.69 je v(E,) = 0 pro pu-s.v. z € X, a proto pro tato z je

v({y e Y | h(z,y) # 0}) =0

diky plnosti v. To znamena, Ze pro u-s.v. ¢ € X je funkce h(zx,-) v-nulova. Analogicky se
ukaze, 7e pro v-s.v. y € Y je funkce h(-,y) p-nulova.

Podle Véty 5.16 jsou funkce h(z,-) a h(-,y) méfitelné pro u-sv.z € X av-sv.y € Y
a vzhledem k jejich nulovosti s.v. také integrabilni pro p-s.v. z € X av-s.v. y € Y. Odtud dale
plyne, ze

(usv. z € X) ( /Y h(z,y)dv(y) = 0) a (vsv.y€ey) ( /X h(z,y)du(z) = 0> ,

z ehoz jiz plynou vSechna tvrzeni dokazované véty pro p-nulovou funkci i, nebot [ hdp =
0. ]

Pomoci Fubiniho Véty mtzeme spocitat Dirichlettv integral z Prikladu 5.53 bez pouziti vy-
sledkid z komplexni analyzy i teorie Fourierovych rad.
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Priklad 5.70: Vyjdeme z rovnosti
" 1 1
/ e Vdy = —— —e ",
0 r

ktera plati pro kazdé x > 0 an € N. Vynasobime ji sin z a integrujeme od 0 do n. Potom

rorm " ¢in x " sinx
/ / e ¥ sin xdydx = / dr — / e " dx. (64)
o Jo o T 0 4

Jelikoz je |e=*sinz| < 1, Vz,y € (0,n), je integrand vlevo v (64) integrabilni funkce, tj.
v L((0,n)?, m ® m), mizeme podle Fubiniho véty prohodit potfadi integrace. Vnitini integral
spocitame jako Riemanntv napt. dvojnasobnou aplikaci per partes (detaily pfenechany ¢tenafi)

a vyjde nam:
e 1 e~ ™cosn ye ™sinn
e Y sinxdr = — —
0 L+y? 14y L+
pro kazdé y > 0 an € N. Zintegrujeme-li posledni vyraz v proménné y od 0 do n, zjistime, zZe
se levéa strana (64) rovna

arctg cos( )/n ¢ dy — sin( )/n yeinyd
retgn — cos(n — sin(n :
0 1+92y 0 1+y2y

Aplikaci Lebesguoevy véty ukazeme, ze

n —ny o -ny
[ i [
a podobné
n —ny S —ny
[ [ o0

nebot z odhadu oy “ny

¢ <e? a ve <ye?,

1+ 92 1+ y?

které plati pro kazdé y > 0 an € N, dostaneme integrabilni majoranty z L((0, c0), m). Vidime

tedy, ze
n n T
lim / / e ¥sinxdydr = lim arctgn = —.
n—oo /o Jo n—00 2

Podivejme se na limitu vyrazu na pravé strané (64) pro n — oco. Aplikujeme-li opét Lebes-
gueovu vétu, zjistime, Ze druhy ¢len ma také nulovou limitu, nebot

oy SINT .
X(om)(w)e™™ ——| <e

X

pro vSechna z > 0 an € N a my mizeme zaménit limitu a integral. Odtud celkem po limitnim
prechodu n — oo v rovnosti (64) dostavame, zZe

n o
) sin x s
lim de = —,

n—oo J x 2

coz jsme chtéli ukazat.
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5.6 Lebesgueova mira na R" a Véta o substituci

Nyni kdyz uz mame zavedenou Lebesgueovu miru m na R a vime, co je soufinova mira, mizeme
definovat Lebesgueovu miru na R". Zavedeme ji pfirozené jako soucin n Lebesguevych mér m
na R, ktery navic zaplnime.

Definice 5.71 (Lebesgueova mira na R"): Miru m" definovanou na o-algebfe £" podmno-
zin R", ktera vznikne zuplnénim miry m ® - -- @ mna L ® - - - ® L, tedy
LT =LR---RL a m':=mx- --Qm,

nazyvame Lebesgueovou mirou na R" a mnoziny z L" Lebesgueovsky méritelné podmnoziny R".

Nemuze-li dojit k pochybnostem, budeme vynechavat horni index n a psat jen m misto m”.
Také misto [ fdm budeme ¢asto psat [ f(z)dz (i pron > 1). Integral vzhledem k Lebesgueové
mife se nazyva Lebesgueiiv.

Poznamka: Vsimnéte si, Ze

Brn C L",
dokonce Brrn C L ® -+ ® L, nebot Brn = Br @ - - - ® Bg podle Dusledku 4.14 a Bg C L.

Pfipomenime, Ze mnoziny tvaru £ = x7_, F;, kde E; € L, nazyvame méfitelné obdélniky.
Specialné jsou-li F; intervaly pro vSechna j € 7, nazyvame E n-interval. Tedy n-intervaly
jsou méritelné obdélniky, ale ne naopak (ackoliv to geometricky docela neodpovida). Nejprve
si ukadzeme, ze vlastnosti, které jsme jiz diive dokazali pro Lebesgueovy-Stieltjesovy miry na
R, plati také pro Lebesgueovu miru na R".

Véta 5.72:
1. Pro kazdé F € L" plati:
m(E) =inf{m(U) | E C U A U oteviena } = sup{m(K) | K C E A K kompaktni }.

2. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

a) F el
b) £ = HUN,kde H C R" je F,-mnozinaa N € L", m(N) = 0.
¢) E=V\ N,kde V C R" je Gs-mnozinaa N € L™, m(N) = 0.

3. Je-li B € L, m(E) < oo, potom
k
(Ve > 0)(Fk € N)(IRy, ..., Ry, n-intervaly) (m (EA U Rj) < e) :
j=1
Diikaz. 1. Necht E € L". Dokazeme nejprve vnéjsi regularitu m”. Zvolme € € (0,1). Z defi-
nice sou¢inové miry jako zuZzeni pfislusné vnéjsi miry, viz (38), plyne, Ze existuje posloupnost
méfitelnych obdélnika Ty = 71 x --- x Ti), j € N, takova, ze E C U2, Tja
> m"(Ty) <m™(E) + .
j=1
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Bez Gjmy na obecnosti miizeme piedpokladat, ze m™(7};) < oo pro kazdé j € N, jinak bychom
misto {7};}32, vzali napt. spocetny systém {7; N (—1,1)" | j, I € N}.

)

Pro kazdé j € N muzeme aplikovat Vétu 4.47 na mnoziny Tl(j e ,quj ) € L, zniz plyne

existence otevienych mnozin Ul(j ), cee Uéj JcR tak, ze
(Vi € 7) (m(U}”) < m(T}”) + 62*1'@-) ,

kde 4; > 0 volime dostate¢né malé tak, aby

d; (1 —|—mag<m(Ti(j)>) <1
S

Duvod pro tuto specialni volbu se vyjasni dale. Podstatné je jen to, ze vyraz, kterym nasobime ¢,
je néjaké konecné ¢islo, coz je zde zaruceno, protoze m" (1)) = m(Tl(])) . m(TT(LJ)) < 0.

Pro kazdé j € N polozme U; := U x -+ x UY). Potom U; C R" je oteviena, U; D T;
a plati:

n

m"(U;) = ﬁm(Ui(j)> < H [m(Ti(j)> + 62_j(5j}

i=1 i=1
n n—1

- Hm(Ti(j)> +€2774; Z (62_]'(5]')”7171 Z m(?}(lj)> . .m(Tilj)> :
i=1 1=0 Tigilg---gilgn .

Tedy

1EN

m™(U;) < m"™(Tj) + €2776; (1 + maxm(Ti(j)>) <m™(T;) + €277

pro kazdé j € N. Nyni staci polozit U := U2, U;. Potom je U oteviena, U D F a plati:

m™"(U) < im”(Uj) < im"(T]) +e <m"(E) + 2,

z ¢ehoz uz vyplyva jedna nerovnost pro vnéjsi regularitu miry m”. Druha nerovnost je zfejma.

Pro dikaz vnitini regularity m" jiz staci jen mirné modifikovat postup v dikazu Véty 4.47,
nebot ten stavi na jiz dokazané vnéjsi regularité a obecnych vlastnostech miry (Cviceni 5.12).

2. S jiz dokazanou regularitou m” sta¢i jen mirné modifikovat postup dukazu Véty 4.48.
Modifikace spociva v tom, ze polouzaviené intervaly (j,j + 1], 7 € N, nahradime n-intervaly
x™ 1 (4i,Ji + 1], j1, - - - Jn € N. Detaily jsou pfenechany ¢tenafi jako Cviceni 5.12.

3. Jako v predchozim pripadé staci mirné modifikovat postup z dikazu Véty 4.49. Uvédomte
si, ze pro © € R" je systém otevienych n-intervalt {x"_,(z; — vy, x; +1;) | r1,...,7rn > 0}
lokalni bazi v x obvyklé topologie R", a proto kazdou otevienou mnozinu lze napsat jako sjed-
noceni mnozin tohoto systému. Zbytek ditkkazu je analogie a je pfenechan ¢tenafi jako Cvi-
ceni 5.12. []
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Tvrzeni 2. Véty 5.72, které vyjadrfuje, Ze lebesgueovsky méritelné mnoziny lze aproximovat
Lpeknymi“ mnozinami, ma nasledujici okamzity dusledek.

Dusledek 5.73: Mnozina F € L", pravé kdyz
(3H,V C R")(H je F,-mnozina, V je Gs-mnozina)(H C ECV AN m(V \ H) =0).

Diikaz. Implikace (=): Necht F € L". Potom mnoziny H a V z 2. tvrzeni Véty 5.72 jsou
mnozinami z dokazovaného vyroku, nebot V' \ H = N U N, a tudiz m(V \H)=0.

Implikace (<=): Pfedpoklidejme, ze plati vyrok z tvrzeni a polozme N := V \ E. Potom
E =V \N.Jelikoz N € V\ Ham(V\ H) = 0 plyne z tplnosti Lebesgueovy miry, ze N € £"
am(N) = 0. Podle Véty 5.72 je E € L™ O

Véta 5.74: Necht f € L(m). Potom ke kazdému € > 0 existuje jednoducha funkce ¢ =
Z;n:l a;jXr;, kde mnoziny Ry, ..., R,, jsou n-intervaly, tak, ze f |f — o|ldm < e

Diikaz. Postup je zcela analogicky dikazu Véty 5.46. Funkci f nejprve aproximujeme jedno-
duchou funkci podle Véty 5.15 a tu poté dale aproximujeme jednoduchou funkei kyzeného
tvaru ¢ = Z;”:l ajXr;, kde mnoziny Ry, ..., R, jsou n-intervaly, coz umoznuje 3. tvrzeni
Véty 5.72. O

Lebesgueova mirana R" je hledany ,zobecnény objem®, jehoZ nalezeni byla motivace v uvo-
du kapitoly o teorii miry (i kdyz samoziejmé neméfi objem vsech podmnozin R"). Zfejmé m"
prifazuje n-intervaltim jejich objem v ptivodnim smyslu, nebot z definice souc¢inové miry mame
napf.

m” ([a1,b1] X - -+ X [an, by] Hm a;, bi —H(bi_ai)~
Dale jsme pozadovali, aby hledany objem byl translacne invariantni a také invariantni vaci

rotaci a zrcadleni mnoziny (vzhledem k néjaké nadroviné). V dalsi ¢asti si ukazeme, Ze Lebes-
gueova mira na R" ma i tyto vlastnosti.

Véta 5.75: Lebesgueova mira je translacné invariantni. Pfesnéji je-lia € R" a7, : R® — R”
posunuti definované vztahem 7,(z) = = + a, potom plati:

1. Pokud E € L", pak 7,(E) € L" am(1,(F)) = m(E).

2. Pokud je f : R" — C lebesgueovsky méfitelna, je také f o 7, lebesgueovsky méfitelna
a je-li navic bud f > 0, nebo f € L(m), potom

[ omam = [ sam

1

Diikaz. 1. Protoze je 7, spojité zobrazenia 7, = 7_,, vyplyva z Disledku 5.3, Ze

E € Bgn <~ Ta(E) € Bgn.
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Oznaéme m, := m(7,(+)). Jednoduse ovéiime, Ze m, je o-koneéna mira na Bg.. Z transla¢ni
invariance Lebesgueovy miry na R, viz Véta 4.50, plyne, ze m,(E) = m(FE) pro kazdy obdélnik
E € Bg x --- x Bg. Protoze m, jakozto mira na Bgn, je ur¢ena jednozna¢né svym pusobenim
na obdélniky z Bg X - -+ X Bg, cozZ plyne z 3. tvrzeni Véty 4.38, rozsifime rovnost

mq(E) = m(E) (65)

na véechny mnoziny z £ € Bgn.

rNe

Abychom rozsifili 1. tvrzeni na lebesgueovsky méritelné mnoziny, staci ovérit implikaci
Nel", m(N)=0 = 7,(N)eL" m(r,(N))=0. (66)

Skute¢né je-li £ € L™, existuji podle Véty 5.72 F,-mnozina H a N € L", m(N) = 0, tak, ze
E = HUN.Potom 7,(H) je F,-mnozina a plati-li implikace (66), také 7,(N) € L™, m(7,(N))
0. A protoze 7,(E) = 7,(H) UT,(N), je 7.(E) € L™ opét podle Véty 5.72. Navic

m(7a(E)) = m(7a(H)) = ma(H) = m(H) = m(E),

kde jsme pouzili (65).

Zbyva tedy dokazat implikaci (66). Viimnéte si, ze je-li N € L™ am(N) = 0, potom vnéjsi
regularita m zarucuje existenci mnoziny F' € Bgn (dokonce Gy) takové, ze FF O N am(F) = 0.
Skutecné podle 1. tvrzeni Véty 5.72 existuje pro kazdé n € N oteviena mnozina U,, D N takova,
ze m(U,) < 1/n.Nyni sta¢i polozit F' := N>, U,,. Tedy 7,(N) C 7,(F) am(1,(F)) = m(F) =
0 podle (65). Z dplnosti m plyne, ze 7,(N) € L™ a také m(7,(N)) = 0, coZ jsme chtéli dokazat.

2. Je-li f lebesgueovsky méfitelna a B € B¢, potom f~!(B) € L", a proto podle Véty 5.72
je f/Y(B) = HUN,kde H € Bgn a N € L", m(N) = 0. Potom podle 1. tvrzeni mame
7Y H) e LraT(N) € L™ aproto

a

(for) '(B) =7, (f7/(B) =7, (H)UT, '(N) € L.

a a

Tedy f o 7, je lebesgueovsky méfitelna.

Je-li f = xg pro E € L", plati rovnost [(f o 7,)dm = [ fdm, pravé kdyz m(7_,(E)) =
m(E), coz plati podle 1. tvrzeni. Potom rovnost [(f o 7,)dm = [ fdm plati také pro kazdou
jednoduchou méfitelnou funkci f z linearity integralu. Rovnost dale rozsifime na funkce f €
Z, aplikaci Vét 5.15 a 5.23. Nakonec pro funkce f € L(m) sta¢i pouzit pfedchozi vysledek na
kladnou a zapornou cast funkci Re f a Im f. O]

Poznamka: Da se dokonce ukazat, ze transla¢né invariantni mira y definovana na Bg» uz musi
byt Lebesgueova az na multiplikativni konstantu. Pfesnéji je-li o : Bgn — [0, 00| translaéné
invariantni mira takova, ze u(K) < oo pro kazdou K C R"™ kompaktni, potom existuje ¢ >
0 takova, ze u(E) = cm(E) pro vsechna £ € Bgn. Pokud bychom navic pozadovali, aby
1([0,1]™) = 1, potom uz p = m na Bgn. Dikaz tohoto tvrzeni najde ¢tenaf v [23, Véta 2.20].

Abychom dokazali, Ze je Lebesgueova mira také invariantni viii rotaci a zrcadleni, podi-
vame se obecnéji na chovani Lebesgueova integralu, je-li argument funkce ztransformovan li-
nearnim regularnim zobrazenim 7' € L(R™). Jako obvykle ztotoznime zobrazeni 7' € L(R")
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s jeho matici ¢T" vzhledem ke standardni bazi £ prostoru R" a ve znaceni nebudeme rozlisovat
T =°T.

Pripomenme si néktera fakta z linearni algebry. Elementarni kroky Gaussovy eliminacni
metody jsou nasledujici tfi:

1. Prohozeni ¢-tého a j-tého fadku matice.
2. Vynasobeni i-tého fadku matice konstantou ¢ # 0.
3. Pricteni j-tého fadku matice k i-tému.

Tyto 3 upravy lze realizovat vynasobenim zleva regularnimi maticemi 73, 75, T5 € R™", které
odpovidaji zobrazenim:

L Ti(z, iy Ty oy @) = (T4, oo Ty ooy Ty oo, Ty)y (7 ).
2. To(x1, .oy @iy ooy @) = (T4, 000y CT4y oy ), (€ #£0),
3. T3<$1,...7$i,...,xn) = (ml,...,$i+$j,...,l'n), ('Z#])

Ziejmé det Ty = —1,detT; = cadetT; = 1. Jelikoz kazdou regularni matici 1ze prevést
kone¢né mnoha kroky Gaussovy elimina¢ni metody na jednotkovou matici, je kazda regularni
matice produkt kone¢né mnoha matic typu 1, 2 a 3.

Véta 5.76: Necht 7" € L(R") je regularni.

1. Je-li f : R™ — C lebesgueovsky méfitelna, potom f o T je také lebesgueovsky méritelna
a je-li navic bud f > 0, nebo f € L(m), potom plati:

/f(x)dx = |detT| /f o T(z)dz. (67)

2. Je-li B € L pak T(E) € L"am(T(E)) = |det T|m(E).

Diikaz. Dukaz provedeme ve dvou krocich. Nejprve dokazeme 1. tvrzeni pro borelovsky méri-
telné funkce. Poté provedeme rozsireni ziskaného vysledku i na lebesgueovsky méritelné funkce
a v ramci této technické pasaze dokazeme také 2. tvrzeni.

1) Tvrzeni 1. pro borelovsky méritelnou funkci f: Necht f : R® — C je borelovsky
meéfitelna. Potom je také f o 1" borelovsky méfitelna, protoze je 1" spojité zobrazeni.

1a) Ovéreni rovnosti (67) pro n = 1: Je-li specialné n = 1, potom 7 je operator nasobeni
konstantou ¢ # 0 a rovnost (67) ma tvar

/f(x)dx = |c| /f(ca:)dx. (68)
Pro £ € L a f = xp identita (68) vyplyva z Véty 4.50. Z linearity integralu dostaneme rov-
nost (68) také pro libovolnou méfitelnou jednoduchou funkci. Poté rozsitime (68) na lib. bo-

relovsky méfitelné f > 0 aplikaci Vét 5.15 a 5.23. Nakonec pro funkce f € L(m) staci pouzit
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piedchozi vysledek na (Re f)* a (Im f)* a vyuzit identity f = (Re f)™ —(Re f) ™ +i(Im )" —
i(Im f)~. Rovnost (68) tedy specialné plati pro lib. borelovsky méfitelnou funkci f : R — C,
ktera je bud nezaporna, nebo integrabilni.

1b) Ovéreni rovnosti (67) pro obecné n € N: Nejprve si vSsimnéte, ze plati-li vzorec pro dvé
regularni zobrazeni 7" a S, plati i pro slozeni 7" o S, nebot v takovém pripadé mame

/f(x)dx: |detT\/foT(a:)da:: |detT||detS|/(foT)oS(x)dx
= |det(ToS)|/fo(ToS)(x)d$.

Proto staci ovérit rovnost (67) pro specialni zobrazeni 77, 75 a 75 realizujici elementarni kroky
Gaussovy elimina¢ni metody (viz definice pred vétou), nebot kazdé regularni zobrazeni je slo-
zenim kone¢né mnoha téchto elementarnich zobrazeni.

Predpokladejme, ze f je borelovsky méfitelna funkce spliwujici bud f > 0, nebo f € L(m).
Je-li T" = T}, muzeme aplikovat Tonelliho—Fubiniho Vétu 5.66 a v i-tém a j-tém dil¢im (jed-
norozmeérném) integralu prejmenovat proménnou z; na x; a naopak. Tak dokazeme (67) pro
T="1T.

Je-liT = T5, potom opét s vyuzitim Tonelliho—Fubiniho véty a aplikaci rovnosti (68) v i-tém
dil¢im integralu dostaneme

/f($)d93:/---/---/f(ml,...,xi,...,xn)dxl...dxi...dxn
:]c]/~-/~--/f(acl,...,cxi,...,xn)dxl...d:ci...d:cn

— |detT2|/foT2(x)dx.

V pripadé T' = T3 se postupuje analogicky jen misto (68) aplikujeme v i-tém dil¢im integralu
jiz znamy (jednorozmérny) vztah

/f(x+a)da::/f(x)dx.

Tim je vzorec (67) dokazan pro pripad borelovsky méfitelné funkce f.

2) Rozsireni 1. tvrzeni na lebesgueovsky méritelné funkce a 2. tvrzeni: Nejprve do-
kazeme 2. tvrzeni. ProtoZe jsou T i T! spojita zobrazeni zachovava T borelovské mnoziny,
tj.

E € Bgn = T(E) € Bgn.
Proto mizeme definovat miru my : Bgn — [0, 00] vztahem my(E) = m(T(E)) pro E € Bgn.
Polozime-li v ji# dokazané rovnosti (67) f = xg pro E € Bgn (a vezmeme-li 7! misto 7)),
dostaneme

mz(E) = | det T|m(E)
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pro vSechna E € Bgn. Nyni sta¢i analogicky jako v dikazu Véty 5.75 ovéfit implikaci
Nel” m(N)=0 = T(N)ecl" m(T(N)) =0,

(provedte), ¢imz dokon¢ime dikaz 2. tvrzeni.
Dale mizeme ovérit implikaci:

f lebesgueovsky meéritelna = f o T lebesgueovsky méfitelna

analogicky jako v diikazu 2. tvrzeni Véty 5.75 (provedte). Tim je dokazana implikace z 1. tvrzeni.

Zbyva rozsitit vzorec (67) na lebesgueovsky méritelné funkce. K tomu sta¢i postupovat opét
analogicky jako v dikazu 2. tvrzeni Véty 5.75, nebot pro f = xp,kde E € L", plyne rovnost (67)
z jiz dokazaného 2. tvrzeni. Dale z linearity rozsifime (67) na méfitelné jednoduché funkce
a pomoci Vét 5.15 a 5.23 na nezdporné méfitelné funkce . Nakonec pro f € L(m) stali aplikovat
dokazany vysledek na kladnou a zapornou ¢ast funkci Re f a Im f. []

Ptipomenime, Ze jak rotace, tak zrcadleni jsou realizovany ortogonalni matici R, tj. RT R =
I, nebot obé transformace jsou linearni zobrazeni, ktera zachovavaji délky vektora z R", viz
Cviceni 5.13.

Dusledek 5.77: Lebesgueova mira je invariantni vii¢i ortogonalni transformaci. Specialné Le-
besgueova mira je invariantni vii¢i rotaci a zrcadleni.

Diikaz. Staéi si uvédomit, Ze z rovnosti RT R = I plyne | det R| = 1 a aplikovat Vétu 5.76. [J

Tuto ¢ast zakonc¢ime vétou o substituci v Lebesgueové integralu. Pro jeji ditkaz budeme
potfebovat jedno pomocné tvrzeni. K tomuto ucelu si 0zna¢me mnozinu specialnich n-intervala

_ ap a1 a, a, 1
Q’“':H@’ﬁJr?] X {??“Lﬁ]

kde k € Ny. Viimnéte si, ze n-intervaly z Q). jsou n-krychle se stranou délky 2% a vrcholy
v bodech miizky (27*Z)". Libovolné dvé raizné krychle z Q, maji disjunktni vnittky. Krychle
systému Qj.. 1 vzniknou z krychli systému Q. ,ptlenim stran®. Oznaéme jesté

al,...,anEZ},

A(E) = J{ee|QcE}

sjednoceni krychli z Qy, které jsou obsazeny v ' C R", viz Obrazek 15.

Lemma 5.78: Je-li U C R" oteviena, potom

Navic kazda oteviend mnozina v R" je sjednocenim spocetné mnoha uzavienych n-intervalt
s disjunktnimi vnitrky.
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Obrazek 15: Ilustrace mnozin Ay(E), As(E) a A4(E) (Cervené) pro mnozinu E (modfe).

Diikaz. Ztejmé stac¢i dokazat jen inkluzi U C U2 Ay (U) proU # 0. Budz € U.Prolib. k € N
existuje ) € Qj obsahujici x, protoze krychle z Q) pokryvaji R". Vsimnéte si, Ze je-li také
y € Q, potom |x; — y;| < 27% pro kazdé i € 7, a proto

< vn

n
|z —yll = = ok

n
Dz —il?
=1

Z otevienosti U plyne, Ze existuje § > 0 tak, ze B,(d) C U. Vezmeme-li nyni & € N dost velké
tak, aby

najdeme krychli Q) € Qy, takovou, ze x € Q) C B,(d) C U. Tudiz x € Ax(U).
Pro dukaz druhého tvrzeni si sta¢i uvédomit, Ze

U =J 4 (U) = 40) U | 4 (0) \ A (U).

Mnozina Ay(U) je nejvyse spocetné sjednoceni krychli z Qg a pro k € N je uzavér mnoziny
A (U)\ Ax_1(U) také nejvyse spocetné sjednoceni krychli z Qy, které jsou stale obsazeny v U.
Vsechny tyto krychle maji disjunktni vnitiky a jejich sjednocenti je rovno U. O

Nyni mizeme dokazat Vétu o substituci v Lebesgueové integralu, ktera ma zasadni vyznam
pro aplikace. Pfipomenme, Ze zobrazeni ¢ : {2 — R", kde {2 C R" je otevfena, nazyvame
difeomorfismus, je-li ¢ : Q — ¢(N2) bijekce, ¢ € CH(Q) a ¢! € CY(p()). Pfipomenme
také, Ze je-li ¢ : 2 — R" prosté zobrazeni ttidy C' na €2 takové, Ze Jacobiho matice D¢ () je
regularni pro kazdé = € (), potom je ¢ difeomorfismus, jak plyne z Véty 3.54 o inverzni funkei.
Navic plati Do~ (y) = (Dp(¢~*(y))) ! pro vSechna y € ¢().

Véta 5.79 (O substituci): Bud 2 C R” oteviena a ¢ : {2 — R" difeomorfismus.
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1. Je-li f lebesgueovsky méfitelna na ¢((2), potom je f o ¢ lebesgueovsky méfitelna na €2
a pokud navic f > 0 nebo f € L(¢(2),m), potom plati:

/ f(z)dzx = / foo(x)| det Do(z)|dz.
?() Q

2. Je-liEC QakFE e L' potom ¢(E) € L am(p(E)) = [, |det Dp(z)|dz.

Ditkaz. Dokazeme pouze 1. tvrzeni pro borelovské méfitelnou funkci f a Q # (). Rozsifeni
tvrzeni na lebesgueovsky méfitelné funkce i diikaz 2. tvrzeni se provede standardni procedurou
jako v diikazech Vét 5.75 a 5.76. Detaily jsou pfenechany ctenafi.

Dukaz provedeme v nékolika krocich. V dikazu budeme na R" uvazovat maximovou normu
|z]|cc = max;en ||, protoze potom uzaviena n-krychle ) splyva s uzavienou r-kouli {z €
R” | ||z — al|oc < 7} pro néjakd r > 0 a a € R™ (stfed krychle). Vsimnéte si, ze m(Q)) = (2r)".

a) Uvazujme () = {z € R" | ||z — a|| < 7} uzavienou n-krychli obsazenou v ). Véta 3.26
o ptirtstku plati ve stejném znéni, nahradime-li euklidovskou normu normou || - ||. K tomu
si sta¢i uvédomit, ze Lemma 3.27 plati i pro maximovou normu. Aplikujeme-li tuto Vétu o pfi-
rustku na ¢ a konvexni mnozinu (), dostaneme

l6(2) — 0(a) o < (225 ||D¢<y>||) o — afl < (335 ||D¢<y>||) ,

pro vSechna z € (). Jinymi slovy je mnozina ¢(Q)) obsazena v n-krychli, ktera je produktem
intervall délky 2r (sup,cq [ Dé(y)]|), a proto

m0(@) < |2 (swp 1ol | = (supliDol) me@)

yeR

Aplikujeme-li tuto nerovnost se zobrazenim ¢ nahrazenym 7~ 'o¢,kde T' € L(R") je regularni,
ziskame s vyuzitim Véty 5.76 nerovnost

(0(Q) = |4t T (T 00(@)) < [ det 7] (sup [T Do) m(@), (@)

ktera plati pro kazdou uzavienou n-krychli Q) C €2 a regularni 7' € L(R").
b) Jelikoz ¢ € C*(R), je D¢ spojité na €, a proto také na kompaktni mnoziné Q. Podle
Cantorovy Véty 2.96 je D¢ spojité na () stejnomérné, a proto

(e 0)(35 > 0)(v. € Quly = 21 < 0) (I1D000) = Dola)] < - » )

Odtud dale vyvodime, Ze

|(Dé(2)) " Do(y)|| < ||[(Dd(2)) ™" (Dé(y) — De(2))|| + 1]
< sup I(D(2) |1 Dd(y) — Do(2)|| +1 < e+1
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pro véechna y, z € @) takova, ze ||y — 2| < 9.
Rozdélme n-krychli ) na podkrychle @)1, ..., Qy s disjunktnimi vnitfky a stranou mensi
nez 9. Oznatme si 1y, ..., xy stiedy krychli @y, ..., Qx. Potom aplikujeme-li nerovnost (69),

kde () nahradime (); a T' = D¢(z;), dostaneme

Q)) < Zm(qb Z | det Do (z;) (sup H D¢(z;)) H)

<(1+e" Z | det Do (x;)|m(Q;). (70)

Posledni vyraz lze interpretovat jako integral

3 Idet Do) m(@) = | 3 et Dot lxe, (s

Protoze je funkce det D¢ spojita na @, plati
N
Jim 7 det Do, (x) = | det Do)
J:

pro kazdé xz € () (rozmyslete). Ze spojitosti det D¢ na kompaktu () také plyne, ze det D¢ je
integrabilni na (), a proto podle Lebesgueovy véty je

N
Jim. 2 | det Dop(x;)|m(Q;) = /Q | det Do(x)|dz.
]:
Tudiz posleme-li v (70) € — 0+ a § — 0+, ziskdme nerovnost

m(6(Q)) < /Q | det Do () dz. (1)

c¢) V dalsim kroku ukazeme, Ze nerovnost (71) plati, i kdyz () nahradime libovolnou bore-
lovskou podmnozinou 2. Uvazujme nejprve neprazdnou otevienou mnozinu U C (). Podle
Lemma 5.78 je U = U2, Q;, kde {Q;}32, jsou uzaviené n-krychle s disjunktnimi vnitiky. Spo-
le¢né hranice téchto krychh jsou kartézskym soucinem uzavienych intervald, z nichz jeden je
jednobodova mnozZina, a proto maji tyto hranice nulovou (n-dimenzionalni) Lebesgueovu miru.
Proto mame

[ee]

DEDWICCHES S /Q |det Doa)lde = | |det Dofa)d

kde jsme vyuzili nerovnost (71).
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Oznaéme Wi == {z € Q| |[z]| < K A |det D¢(z)| < K}, kde K > 0. Zvolme pevné
K > 0 a predpokladejme, ze E je borelovska podmnozina Wy. Z vnéjsi regularity m, viz
Véta 5.72, plyne existence otevienych mnozin U; C Wi, takovych, ze U;;1 C U; pro kazdé
j € Nam(E) = m(N32,U;) (rozmyslete). Potom vyuzijeme-li spojitosti miry m shora a Lebe-
sgueovy Veéty 5.43 (existenci integrabilni majoranty zajistuje omezeni na podmnoziny Wy 1),
dostaneme

m(p(E)) < m(cb (ﬂ Uj)) = lim m(¢(U;)) < lim |det De¢(x)|dx

J]—00 ]—)OO

_ / | det Do(x)|dx — / | det Do(x)|dz.
ne U, E

=17

Posledni rovnost plati, protoze m (ﬂ;‘;lU i\ E) = 0.

Nakonec je-li £ € Bg» libovolna, aplikujeme predchozi argument na mnozinu £ N Wy
a posleme K — oo. Potom ze spojitosti miry m zdola a Véty 5.23 o monotdnni konvergenci
odvodime, Ze nerovnost

m((E)) < / | det Do (z)|dz (72

plati pro kazdé E € Bgn.
d) Necht [ = Z;n:l a;jX 4, je nezaporna borelovsky méfitelna jednoducha funkce na ¢(€2).
Potom s vyuzitim (72) mame

/ flx Z A)gzaj/ | det Do (x |d:p_/f )| det D(z)|dz.
j=1 j=1 Jo7H4))
Déle aplikaci Vét 5.15 a 5.23 dokaZeme nerovnost
flapde < [ 0 6(a)|det Do(a)]do
$(9) 0

pro kazdou nezapornou borelovsky méfitelnou funkei f na ¢(£2). Vezmeme-li v posledni ne-
rovnosti funkci | det D (+)|f o ¢ : © — [0, 00| misto f a zobrazeni ¢! misto ¢, dostaneme

/fo¢ )| det Do(z >\dx</ (f o )(6~(2))] det (DY) (¢~ ()| det D~ ()

/ fla

kde jsme pouzili identitu D¢~ (z) = ((D¢)(¢~ (x)))" ", viz Véta 3.54. Celkem jsme tedy do-
kazali rovnost

| swns = [ foo)|det Do(w)lda

»(Q2) Q

pro kazdou nezapornou borelovsky méfitelnou funkci f na ¢(€2). Je-li borelovsky méfitelna f €
L(6(92),m), staéi aplikovat ziskany vysledek na jednotlivé funkce (Re f)*, (Im f)* a vyuzit
rozklad f = (Re f)* — (Re f)~ +i(Im f)* —i(Im f)~. O
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Poznamka: Vétu o substituci 1ze dokazat i za mirné slabsich predpokladu, viz [23, Véta 7.26].

Priklad 5.80: Péknou aplikaci Véty o substituci a Tonelliho—Fubiniho véty je vypocet integralu

I:—/e_‘””gdx,
R

kde a > 0, ktery neni jednoduché spocitat metodami integrace funkci jedné proménné.
Kvadrat  mazeme podle Tonelliho-Fubiniho véty vyjadrit ve tvaru

[2 — / e—ax2dx . / 6—ay2dy _ / / e—a(xQ—i-y?)dxdy _ / e—a(x2+y2)dm(x7y).
R R R JR R2

V poslednim integralu provedeme substituci pomoci transformace do polarnich souradnic:
o(r, ) = (rcosp,rsinp).

Zobrazeni ¢ : (0,00) X (—7,7) = R?\ (—o0, 0] x {0} je hladka bijekce. Navic

det Do(r, p) = det (COSQO —reim S0) =r>0,

sinp rcos
a tudiz je ¢ (hladky) difeomorfismus podle Véty o inverznim zobrazeni. Predpoklady Véty 5.79

o substituci jsou tedy splnény. Uvazime-li jesté, Ze zaporna polopfimka, kterou v oboru hodnot
¢ vyjimame z roviny R?, je mnozina nulové (dvourozmérné) Lebesgueovy miry, dostaneme

I? :/ e*a(‘”2+y2)dm(x,y) :/ e*“TQTdm(r, ©).
R2\ (—00,0]x {0} (0,00) X (—,m)

Dale opét podle Tonelliho—Fubiniho véty mame

T o0 o0 1 o
I? = / / re“"erdgo = 27r/ re " dr = 2r [——6_”2} = E,
—m JO 0 2a 0 a
1 :/e_“xde = \/E
R a

5.7 Lebesgueovy prostory L”

a proto

V celé této ¢asti budeme opét predpokladat, ze je pevné dan obecny prostor s mirou (X, M, p).
Na linearnim prostoru integrabilnich funkci bychom radi zavedli normu. Pfirozenym kandida-

tem by byla volba
1= [ 1f1d

ov$em toto zobrazeni je pouze seminorma, nebot z rovnosti || f|| = 0 obecné neplyne f = 0 na
X, ale pouze f = 0 p-s.v. na X, viz Véta 5.39.
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S timto drobnym nedostatkem se vyporadame tak, Ze ztotoznime méfitelné funkce f a g,
které se rovnaji p-s.v. Technicky se to provede tak, Ze linearni prostor méfitelnych funkeci,
ozna¢me ho na chvili .Z (¢i néjaky jeho podprostor, viz niz) faktorizujeme podle relace ,rovnost
p-s.v. Tim se ndm .# rozpadne na mnozinu M := {[f] | f € .#} ttid ekvivalence [f] := {g |
g = [ p-s.v}. Na M zavedeme linearni strukturu pfirozenym zpusobem: [f] + [g] := [f + ¢]
a a[f] := [af]. Zobrazeni || - || zavedené na M vztahem ||[f]|| := ||f]| je dobfe definované,
nebot hodnota integralu nezavisi na volbé funkce (reprezentanta) z t¥idy [f]. Podstatné je, ze
nyni plati implikace: ||[f]|| = 0 = [f] = [0] a tfida [0] je nulovym prvkem prostoru M.

Konstrukei klasickych Lebesgueovych prostort LP = LP(X, M, 1), které zavisi jesté na
jednom indexu p € [1, 00|, provedeme v nasledujicich péti krocich:

I) Pro méfitelnou funkei f : X — Cap € [1, o0] definujeme
1/p
U= ([15an) . getipe oo

| flloo :=1inf{c > 0| |f(z)] < cpro p-sv.z € X}

je tzv. esencialni supremum funkce | f|.
II) Definujeme
L7 = LP( X, M) ={f: X — C| f méfitelnd a || ||, < oo} .
IIl) Faktorizujeme .Z? podle relace ,rovnost u-s.v.“ a definujeme tak mnozinu
LP = LP(X, Mop) =[] f e £}
IV) Na L? zavedeme operace s€itani a nasobeni ¢islem v € C vztahy:

1+gl:=1f+g] a off]:=laf].

Dale definujeme zobrazeni || - ||, : LP — [0, 00) vztahem ||[f]||, := || f||,- Tato definice je
korektni, tj. nezavisi na volbé reprezentanta tfidy [f], protoze (Vg € [f])(lgll, = || fIl»)-

V) Konvence: Pokud neni rozliSovani mezi prvkem [f] mnoziny L” a reprezentantem f
v principu véci, tak jej neprovadime. Piseme napt. funkce f nalezi LP“ tj. ,f € LP©
a myslime tim [f] € L”.

Poznamka: Pripad p = oo je trochu speciélni. VSimnéte si, Ze pro g : X — [0, co) méfitelnou
plati:
(n-s.v.z € X)(g(x) < |[gllo)-

Skute¢né je-li mnozina {¢ > 0 | (u-s.v.z € X)(g(z) < ¢)} = 0, pak klademe ||g|lc = 0
(z konvence pro infimum). Jinak

1
(€ NIEE, € M, u(Fy) =) € X\ F) (9(0) < gl + 3 )
Potom mnozina F' := US° | F), je p-nulova a pro vSechna x € X \ F plati g(x) < ||g||oo-
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Meéfitelnd funkce f : X — C takova, Ze ||f|loc < 00, se nazyva esencidlné omezena.
Esencialné omezena funkce nemusi byt omezena. K dobrému pochopeni definice esencialniho
suprema si rozmyslete nasledujici priklad.

Priklad 5.81: Uvazujme X = R, Lebesgueovu miru ;x = m a funkce

-3, x <0, 5 cQ 1 -0
x x r, T
x) =4 5, x € {1,2,4}, x) = ’ " h(x) = ’ ’
(@) re {124}, o {amtg% g M) {0’ Ly
1, jinak,
Potom || flloe = 3, [|gllec = /2 a|[A][ec = o0.
Nejprve ukdzeme, Ze zkonstruované prostory LP jsou linearni prostory s normou || - ||,
pro kazdé p € [1,00]. Netrivialni je ovéfit, ze || - ||, spliiuje trojihelnikovou nerovnost pro

p € (1,00). Trojuhelnikovou nerovnost dokazeme pomoci tzv. Holderovy nerovnosti, ktera je
dalezita sama o sobé. Pro jeji dukaz budeme potfebovat nasledujici pomocnou nerovnost.

Lemma 5.82 (Youngova nerovnost): Necht a,b > 0a p,q > 1 spliuji % + % = 1. Potom plati:

ab? b
ab < — + —.
b q

Diikaz. Dukaz staci provést za predpokladu ab > 0, tj. a > 0 a b > 0, protoze pro ab = 0
tvrzeni zfejmé plati. Vyjdeme z toho, Ze funkce f(x) = Inz je konkavni funkce na (0, c0),
nebot f”(z) = —1/2% < 0. Tudiz pro kazdé =,y € (0,00) a X € (0, 1) plati nerovnost

fz+ (1 =Ny) =2 Af(z)+ (1 =N f(y)

Polozime-li A := 1/p, z := a? ay := b%, potom 1 — A = 1/¢ a dostaneme

p q 1 1
In (a_+b_) > —Ina? + —1Ind?,
p q p q

coz po upravé implikuje Youngovu nerovnost. [

Véta 5.83 (Holderova nerovnost): Necht p,q > 1 spliuji IlJ + % =1laf,g: X — Cjsou
meéfitelné funkce. Potom plati:

[17slan < (/|f|”du>1/p (/ Iglqdu)l/q.

Specialné jsou-li f € LP a g € L% potom fg € L' a plati:

gl < £ lpllgllo-

Posledni tvrzeni plati (trivialné) i pro limitni par p = 1 a ¢ = oo.
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Diikaz. Oznacme

(o) (o)

Je-li s = 0, potom je f = 0 p-s.v., z ¢ehoz plyne, ze [ |fg|du = 0, a tudiz nerovnost plati.
Podobné prot = 0. Je-li s = co at > 0, potom nerovnost plati trividlné a ptipad ¢t = 0 jiz byl
vyfizen.

Staci tedy predpokladat, ze 0 < s,t < oo. Aplikujeme-li Youngovu nerovnost (Lemma 5.82) s

@, sl

S ' t

dostaneme pro kazdé z € X nerovnost

[f@g@)| _f@  |g(@)?
st ~ psP qt?

Odtud mame

1 1 1 11

_/|f9|dué /|f|pdu+—/|glqdu= S+-=1,

st psp qtq p q
—— ——

=gP =t4
neboli

/!fgldu < st,

coz jsme chtéli dokazat. O

Nyni jiz mizeme dokazat i trojihelnikovou nerovnost pro || -
znama jako Minkowského nerovnost.

Véta 5.84 (Minkowského nerovnost): Necht p > 1a f,g : X — C jsou méfitelné funkce.

Potom plati:
1/p 1/p 1/p
(/|f+g|pdu) < (/Iﬂpdu) + (/|g|pdu) :

Diikaz. Pripad p = 1 plyne okamzité z vlastnosti integralu, nebot

15 +gian< [+ ighan= [ 1ian=+ [lola

Necht p > 1. Protoze

p»» ktera je v tomto piipadé

/ 4+ glPdp < / (171 + 19 da,

mizZeme bez Ujmy na obecnosti pfedpokladat, ze f, g > 0. Dale zfejmé staci uvazovat jen pfi-
pady, kdy je prava strana Minkowského nerovnosti konecna a leva strana kladna, tj.

/fpd,u < 00, /gpdu <00 a /(f + g)Pdp > 0. (73)
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Aplikujeme-li (dvakrat) Holderovu nerovnost na pravé strané v rovnosti

(f+9)=Fff+9"  +9(f+9)"
sq:=p/(p—1),aby 1/p+ 1/q = 1, odvodime nerovnost

—p 1/q
Jreoraws [(f )" (f ) ] for o=

Nyni sta¢i obé strany vydélit ¢lenem ( [(f + g)pd,u)l/ ! a uvazime-li, ze 1 — 1/q = 1/p, dosta-
neme Minkowského nerovnost. Toto déleni Ize ov§em provést pouze tehdy, pokud je

O</(f+g)pdu<oo.

To je zaruceno predpoklady (73) a tim, Ze

[t +gpau s ( [ran+ [ gpdu> o

kde jsme vyuzili nerovnosti
a+b\" < a? N b?
2 -2 2’
ktera plati pro kazdé a,b > 0 a vyplyva z konvexnosti funkce = +— 2 na (0, c0). []

Dusledek 5.85: Pro kazdé p € [1,00] je (L?, || - ||,) normovany prostor.

Diikaz. Ovéfeni homogenity ||af]|, = |a|||f|l, prokazdé f € LP a a € C je jednoduché ptimo
z definice || - ||,. Z konstrukce prostort L? je také zarucena platnost implikace: ||f|, = 0 =
f = 0 jakozto nulovy element (tfida) prostoru L7, tj. f = 0 p-s.v.
Trojuhelnikova nerovnost
1F+ gl < 171+ Nlglls
je dusledek Véty 5.84 pro kazdé f,g € LP ap € [1,00). Je-li p = o0, spliuji funkce f,g € L
nerovnosti | f| < || flle @ |g] < ||glloo p4-s-v. na X, a proto také

[f gl < 1A+l < W flle + N9l

p-s.v. na X. Odtud plyne, ze || f + glloo < [|f]loo + [19]]c0-
Celkem tedy vidime, ze L” je linearni prostor a ||-||, je normana L? prokazdé p € [1,00]. [

Priklad 5.86: Jedna netrivialni nerovnost, se kterou uz jsme se v tomto kurzu setkali, plyne
z Minkowského nerovnosti jako specialni ptipad. Zvolme n € N a polozme X := f, M := 2%
a pu pocitaci miru na n. Potom ma Minkowského nerovnost pro p > 1 tvar

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z!f(j)+g(j>!p> s(Z\f(j)\”) +<Z\g<y’)\”>
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pro kazdé f, g : n — C, coz bychom mohli pfepsat do tvaru
n 1/p n 1/p n 1/p
(Stur) = (Sr) ()
j=1 j=1 j=1

pro z,y € C". Dostavame tedy trojuhelnikovou nerovnost p-norem na C".
Podobné vezmeme-li X := N, M =2V a pocitaci miru na N, dostaneme nerovnost

00 1/p 0 1/p o 1/p
(Zm w) < (yw) N (zmvﬂ)
j=1 j=1 j=1

pro libovolné komplexni posloupnosti {x;}°2, a {y;}52,. Pfislusny prostor L”(N,2", 1) ma
v literature standardni znaceni

WW%={%&£NN3

oo
Z |z, P < oo} ,

j=1
je-llipe[l,00) a
(*(N) := {{x]}]o';l cC

sup |z;| < oo}
jeN

pro piipad p = oc.

Naprosto zasadni vlastnosti prostora L? je, Ze jsou uplné, coz dokazeme v nasledujici véteé.
Tedy pro kazdé p € [1, 00] je L? Banachiiv prostor a specialné pro p = 2 je L? dokonce Hilber-
tav, protoze norma || - ||2 je indukovana skalarnim souc¢inem

<ﬁmy=/?6b@mww,

kde f,g € L2

Véta 5.87: Necht p € [1, oo]. Potom (L7, || - ||,,) je Gplny. Navic je-li { f,,}72, cauchyovska po-
sloupnost funkci z L, potom existuje podposloupnost { f,,, }22, a f € LP tak, ze limy_,o0 frn, =
f p-s.v.

Diikaz. 1) Pfedpokladejme nejprve, ze p € [1,00). Dukaz provedeme v nékolika krocich.
a) Necht {f,}>2, C L” je cauchyovska, tzn., Ze

(Ve > 0)(3no)(Vm,n = no)([| fo — finllp <€)

Pro kazdé k € N polozime ¢ := 27% a najdeme n;, € N tak, Ze

2 ) (I = Fully < )
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Bez ujmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze {n;}3>; C N je rostouci. Oznacime-li si pod-
posloupnost g, := f,, pro k € N, plati

k€80 (o= el < 31 ) 19

b) Definujme posloupnost funkci

k
hi = g1 +Z|9j —gj-l, keEN,

j=2
Podle odhadu (74) a trojuhelnikové nerovnosti mame

k

Ielly < Ngrllp + > g5 = g5-ally < llgally + 1
j=2

pro kazdé k € N. Jelikoz 0 < hy < hyyq pro kazdé k£ € N, muzeme aplikovat Vétu 5.23
o monoténni konvergenci na posloupnost {4} }7° , z niz pro limitni funkei h := limy_, Ay
dostaneme

[ rran = tim [ 1 < (il + 17 < o,

neboli A je integrabilni.
c) Protoze [hPdp < oo, je h? < 0o p-s.v., a tudiz také h < oo p-s.v., viz Lemma 5.33.
Zvolme x € X, pro které je h(x) < oo. Potom

l91()] + Z lg;(z) — gj—1(z)] = h(x) < .

To znamena3, Ze fada
g1(@) + > (gi(x) = gja(x))
j=2
konverguje absolutné, a tudiz je také konvergentni. Oznacime si jeji soucet f(z) (mame kandi-

data na limitu posloupnosti { f,,}52 ;). Potom

k
fl@) = gi(z) + lim > (g;(2) = g;1(2)) = lim gi(w) = lim f,, (), (75)

k—o00 < k—o00
7j=2
neboli f,,, — f p-s.v., ¢imz bude dokazano 2. tvrzeni véty, az navic ovéfime, ze f € LP.
d) K dokonc¢eni dikazu plnosti L?, ukazeme, zZe || f — gx||, — 0. Potom totiz podle 4. tvrzeni

Lemma 2.107 je také || f — f,.|l, = 0. Z (75) plyne, ze | f — gx|? — 0 p-s.v. Dale pro k < m mame

m—1

9k — gm| < Z 95 = gj+1
ik
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a posleme-li m — oo, dostaneme |gy — f| < h p-s.v. Potom také |gp — f|P < hP p-s.v. a jeli-
koz je h? integrabilni (majoranta), ospravedliuje Lebesgueova véta zaménu limity a integralu
v rovnosti

i 17 = gulg = tim [ 17 = g = [ odu=0,
—00 k—o00

coz jsme chteéli ukazat. Navic pro libovolné k£ € N mame

11y < 1F = gkllp + llgwlly < oo,

nebot g, € LP a || f — gi|l, — 0. Tedy f € LP.
2) Dukaz véty pro p = oo je mnohem jednodussi. Bud { f,,}>° ; cauchyovska posloupnost
v (L, || ||s)- Pro m,n € N oznaéme p-nulové mnoziny

A = {r € X [|fu(x) = fin(2)] > [lfn = frnlloo}

o0

a polozme F' := Uy _; Ay, . Potom p(F) = 0. Dale z cauchyovosti { f, }72, vyplyva, ze ke
kazdému e > 0 existuje ng € N tak, ze

sup [ fo(2) = fin(2)] < o = finlloo <€

xzeFe

pro vSechna m,n > ng. To je ovsem Bolzanova—-Cauchyho podminka pro stejnomérnou kon-
vergenci posloupnosti funkci f,, na ', viz Véta 1.12, a proto existuje funkce f definovana na
F¢ tak, ze

lim sup |f.(z) — f(x)| =0.

n—oo reF¢

Dodefinujme f(z) := 0 pro x € F. Potom ||f,, — f|lcc — 0 a esencidlni omezenost f plyne z
nerovnosti || flloc < [|f = fulloc + [|.fnlloc, ktera plati pro libovolné n € N. O

5.8 Derivace miry a Radon-Nikodymova véta*

,Nepfednasi se ... snad nékdy v budoucnu dopisu.®
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5.9 Cviceni

Cviceni 5.1: Necht f : X — Y. Ovérte nasledujici vlastnosti vzoru mnoziny:

7 (U E) =Jr &), (ﬂ E) = "(Ea), fFHE)=(F1(B),
kde F C X a{FE,}, C X.
Cviceni 5.2: Dokazte rovnosti:
1. Be={ECR|ENR € Bg},
2. Bg=M({(a,00] | a € R}) a Bg =M ({[-0,a) | a € R}).
Cviceni 5.3: Ovéite, Ze pro méfitelné funkce f, g : X — R plati:
1. Zvolme pevné a € R, potom funkce 2 : X — R definovana vztahem
Ma) = {;@) ot T
je méfitelna.
2. Funkce fg je méfitelna (s konvenci 0 - (00) = 00 - 0 = 0).

Cviceni 5.4: Predpokladejte platnost Fatouova lemma a pomoci néj dokazte Vétu o monotonni
konvergenci.

Cviceni 5.5: Dokazte nasledujici variantu Véty o monotonni konvergenci pro nerostouci po-
sloupnost funkei: Necht {f,}5°, C Z,, pro kazdé € Nje f, > foi1, [ = lim, oo fr (=
infhen fr) a [ fidu < oo. Potom f € %, a plati

/fd/i:nh_}r{.lo/fndﬂ-

Najdéte piiklad, ktery ukazuje, Ze tvrzeni neplati, vynechame-li pfedpoklad [ fidu < oc.

Cvi¢eni5.6: Necht {f,}>2, C Z,, f =lim, o0 fna [ fdu =lim, , [ frdp < co.Dokaizte,
ze potom pro kazdé E € M plati:

/fdu: lim/fndu.
E n—oo E

Dale ukazte na konkrétnim prikladu, Ze tvrzeni neplati, pokud [ fdu = lim,, o [ fndu = oc.
Cvi¢eni 5.7: Necht f € 2, a [ fdu < oo. Dokazte, ze

(Ve > 0)(FE € M, u(E) < o) (/Efdu> (/fdu> —e).
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Cviceni 5.8: Necht y je kone¢na mira, {f,}52, posloupnost omezenych méfitelnych funkei
X
a f, —= f.Dokazte, ze f € L a plati

[ =t [

Déle na konkrétnim piikladu ukazte, Ze tvrzeni neplati, pokud p(X) = oo.
Cviceni 5.9: Modifikujte postup diikazu 3. tvrzeni Véty 5.46 a ukaZte, ze také prostor C°(R)

hladkych funkci s kompaktnim nosi¢em je husty v L!(1), kde i je Lebesgueova-Stieltjesova
mira na R.

Cviceni 5.10: Dokazte vlastnosti oscilace z dikazu Véty 5.54.

Cvi¢eni” 5.11: Necht X =Y = [0,1], M = N = Bjy ), t = m je Lebesgueova mira (ziZena
na By 1)) a v je pocitaci mira. Necht D = {(z,z) | € [0,1]} a f := xp. Ukaite, Ze vSechny

t# integraly
/ / Fdudv, / / Fdudp, / fd(pov)

maji riznou hodnotu.

(Hint: Obtizné je ukazat, ze [ fd(u ® v) = oo. Je tfeba pouzit definici ;1 ® v pomoci vnéjsi
miry, viz (38). Uvazujme {4, x B,}7>, C Bjo1) X B, pokryvajici D. Ozn. M := {n € N |
w(A,) = 0} asS = UpenmA,. Potom u(S) = 0, a proto je [0,1] \ S nespoletnd. Mnozina
{(z,z) | z € [0,1] \ S} je pokrytad mnozinami {A, X By }nema tj. (Vz € [0,1] \ S)(3In €
N\ M)((z,x) € A, x By,). Specialné [0, 1] \ S C Upen am By, a proto existuje ng € N\ M tak,
ze By, je nekone¢na (dokonce nespocetna). Protoze navic i(A,,) > 0, je u(An, )V (By,) = 00.)

Cviceni 5.12: Doplnte detaily v dukazu Véty 5.72.

Cviceni 5.13: Necht R € R™" je takové, ze |Rx| = ||z|| pro viechna = € R™ kde | - || je
euklidovska norma na R". Ukazte, ze R je ortogonalni matice, tj. RTR=1.

Cviceni 5.14: Prozkoumejte vztah mezi integraly

1 1 1 1
@iy, [ sy [ e pasa,
kde
1. ) )
f(%y)—ﬁ,
2. 1
f(x,y):m, a >0,
3.

O<y<|z—1/2,

, jinak.

1
0
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Cviceni 5.15: Dokazte, Ze

0o .
__sinzx 1
e dx = arctg —
0 x a

pro kazdé a > 0.
(Hint: Integrujte funkci e~**¥ sin(x) podle x a y.)

Cviceni 5.16: Dokazte, Ze
o) 2
sin“ x 1 4
/ e dr=-1In (1 + —)
0 x 4 a?

T sin(2xy) podle x a y.)

pro kazdé a > 0.
(Hint: Integrujte funkci e~

Cviceni 5.17: Dokazte, Ze

Q.

pro kazdé n € Npaa > 0.
(Hint: Derivujte integral z Prikladu 5.80 podle a a aplikujte Vétu 5.48.)

Cviceni5.18: Necht p € [1, 00). Ukazte, Ze z konvergence pi-skoro v§ude neplyne konvergence
v (L*, ] - ||,) a ani naopak.

(Hint: Napf. pro 4 Lebesgueovu miru na R zkoumejte posloupnosti f,, = n™'xon) a gn =
Xpjo-r,(j+1)2-5) pron =281+ j kde k e Naj € {0,1,...,281 —1})

Cviceni 5.19: Dokazte, Ze z konvergence v prostoru (L, || - ||« ) Vyplyva konvergence p-s.v.,
ale ne naopak.

(Hint: Pro ilustraci neplatné implikace uvazujte napf. ;1 Lebesgueovu miru na R a posloupnost
Jn = X(n,n—i-l)-)

Cviceni 5.20: Dokazte, ze pokud 1 < p < g < oo a u(X) < oo, pak je L7 C LP.

(Hint: Holderova nerovnost.)
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6 Krivkové a plosné integraly

V této kapitole zavedeme integraly skalarnich a vektorovych funkci pfes kfivky a plochy, které
nachazeji mnoho aplikaci zejména ve fyzice. Matematicky ptjde o velmi lehky tvod do tzv.
analyzy na varietach, ackoliv se zde neobjevi ani zdkladni koncepty této teorie jako je diferen-
covatelna varieta, diferencialni formy na varietach, integralni pocet diferencialnich forem, atd.
Integralni véty jako véta Greenova, Gaussova a Stokesova predstavuji specialni ptipad hlubo-
kého vysledku analyzy na varietach znamého jako Obecna Stokesova véta. Seriézni kurz analyzy
na varietach tato kapitola nemutze nahradit. V dobé psani tohoto textu existuje na FJFI samo-
statny pfedmét vénovany analyze na varietach, kde se student se zijmem o hlubsi studium
muze dozvédét vice.

Také styl vykladu posledni kapitoly bude trochu odlisny. Zatimco zamérem predchozich ka-
pitol bylo podat zcela rigor6zni vyklad obecné teorie, zde je nasi prioritou dobrat se co nejrych-
leji a relativné pfimocare k vysledkiim podstatnym pro aplikace, a to i za cenu mensi obecnosti
¢i zjednoduseni.

6.1 Krivka a jeji délka

Ptipomenime, e kFivkou v R™ rozumime jakékoliv spojité zobrazeni ¢ : [a,b] — R™. Casto se
ale také kiivkou rozumi obor hodnot zobrazeni ¢, tedy stopa krivky [¢] := ¢([a, b]) a zobrazeni
¢ se nazyva parametrizaci kiivky. My se budeme drZet zde zavedenych definic. Samoziejmé
existuje vice raznych kfivek se stejnou stopou (vice parametrizaci jedné kfivky). Z hlediska
studia geometrickych vlastnosti by se mohlo zdat pfirozené nazyvat k¥ivkou mnozinu [¢], avsak
vlastnosti, které budeme studovat, budou skute¢né zaviset na zobrazeni ¢ a nikoliv jen na jeho
oboru hodnot.
Uvazme napt. kiivky

t) = (cos(2nt),sin(27t)), t € [0,1],

a) ¢1(t) = (2t
) @o(t) = (cos(2mt), —sin(27t)), t € [0,1],
c) ¢3(t) = (cos(2ntd), sin(27t®)), t € [0,1],
d) ¢4(t) = (cos(4nt),sin(4nt)), ¢ € [0,1].
Stopa viech kiivek ¢; je kruznice [¢;] = {(z,y) € R? | 22 + ¢ = 1}, Vi € 4. V piipadé ¢,
pokud parametr ¢ prochazi interval [0, 1] rovnomérné od 0 do 1, projde bod ¢, (t) rovnomérné
celou kruznici od bodu (1,0) do téhoz bodu jednou proti sméru hodinovych rucicek (v tzv.
kladném smeéru). V pripadé ¢, se déje totéz jen v opacném (tzv. zaporném) sméru. V ptipadé ¢s
projde bod ¢3(t) jednou kruznici ,zrychlené® a v pfipadé ¢, ji projde dvakrat dokola. Ackoliv
je obvod kruznice vzdy 2, budou délky uvedenych ktivek ¢(¢1) = £(pa) = €(p3) = 27 a
((¢py) = 4w podle definice, kterou si vzapéti uvedeme. Tomu lze intuitivné dobfe rozumeét,
pokud ¢(t) chapeme jako ¢astici pohybujici se v R? v ¢ase t € [0, 1] a délku kfivky jako délku
trajektorie, kterou ¢astice projde.
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Je zfejmé, jak definovat délku po ¢astech linearni kfivky, tj. kfivky, jejiz stopa je konecné
sjednoceni usecek (stru¢néji lomena c¢ara). Délka obecné ktivky se poté zavede jako vhodna
Limita“ délek lomenych ¢ar, kterymi proloZzime stopu dané kiivky.

Definice 6.1 (Rektifikovatelna k¥ivka, délka kiivky): Bud ¢ : [a,b] — R" kfivkaao : a =ty <
ty < -+ < t,, = bdéleni intervalu [a, b]. Soucet délek usecek spojujicich body ¢(¢;) oznatime

lo(9) =) llo(t) — oltir)l-
i=1
Potom je-li mnozina
{ls(¢) | o déleni [a, ]}
omezena, nazyvame ¢ rektifikovatelna krivka a délku ((¢) kiivky ¢ definujeme vztahem
U(@) = sup{l,(¢) | o déleni [a, b]}. (76)

Poznamka: Aplikaci trojuhelnikové nerovnosti dostaneme, ze ¢, (¢) < {,/(¢) pro libovolné ¢’
zjemnéni déleni o, a tudiz supremum v definici (76) je tou ,spravnou limitou® pro definici délky
krivky.

Rovnosti délek kiivek ¢, @2 a ¢3 z tvodu vyjadiuji pfirozenou vlastnost, totiz ze délka
krivky nezavisi na tzv. reparametrizaci kfivky dané spojitou bijekci (homeomorfismem) mezi
uzavienymi intervaly, jak ukazuje prvni tvrzeni nasledujici véty.

Véta 6.2: Necht ¢ : [a,b] — R™ je rektifikovatelna kiivka.

1. Je-i & : [¢,d] — [a, b] spojita bijekce, pak 1) := ¢ o ¢ je rektifikovatelna k¥ivka a plati:
L) = £(9)-

2. Délka ktivky ¢ je aditivni v nasledujicim smyslu: Je-li ¢ € (a,b), potom jsou ziZeni
Pla = ¢ | a,c] a ey := ¢ | [c, b] rektifikovatelné kiivky a plati:

f((b) = g((b[a,c]) + €<¢[C,b]>

Ditkaz. 1. Necht £ : [c,d] — [a,b] je spojitd bijekce. Potom je £ bud rostouci, nebo klesajici
funkce. Je-li7:c=s9 < 1 < -+ < Sy, = d déleni [c, d], potom

for: a=¢&(sg) <&(s1) <+ <&(sm) =, je-li £ rostouci,
"Na= E(Sm) < &(Sm-1) < -+- < &(s0) =0, je-li £ klesajici,

je déleni [a, b] a plati £, (¢ 0 €) = leor (¢). JelikoZ je ¢ rektifikovatelna, je
G () = leor (@) < £(9),

a tudiz v je také rektifikovatelna, nebot 7 bylo libovolné déleni [c, d]. Navic vezmeme-li supre-
mum pies 7, dostaneme nerovnost £(1)) < ¢(¢). Podobné z rovnosti {,(¢) = l¢-1.,(1), ktera
plati pro kazdé o déleni [a, b], odvodime opaénou nerovnost £(¢) < £(1)).

311



2. Tvrzeni o rektifikovatelnosti kiivek ¢, ) a @[y Vyplyva z toho, Ze kazdé déleni intervalii
a, c] resp. [c, b] Ize zjemnit na déleni intervalu [a, b] pfidanim bodu b resp. a, a proto £(¢p,q) <

U(p) al(Prep) < ().

Z rovnosti
goﬁ[a,c] (¢[a,c]) + goﬁ[c,b] (¢[C,b]) = go’(¢)>

ktera plati pro kazdé o déleni [a, b] obsahujici ¢, dostaneme nerovnost
U(Ppa,e)) + (D) = sup{l,(¢) | o déleni [a, b] obsahujici c} = £(¢).

Posledni rovnost plati, nebot /,(¢) < lyu4(¢) pro kazdé déleni o intervalu [a,b]. Naopak
zvolime-li € > 0, potom

(3o déleni [a, c]) (@((b[a,c]) < Ao, (Ppa,q) + %)

a podobné
€

(Joo délenti [c, b)) (E(gb[c,b}) < Aoy (Prep)) + 5) .

Odtud

UPa) + UD1en) < Loy (Plae)) T Loy (Blep) + € = Loyuo, (@) + € < U(P) + €.

Jelikoz bylo € > 0 voleno libovolné, dostavame i opacnou nerovnost

€<¢[a,c}) + €(¢[c,b}> < f((b)
]

Definice délky kfivky (76) pomoci suprema pres déleni neni vhodna pro praktické vypocty.
Je-li dana kiivka navic tiidy C' alesponi po ¢4stech, mame uZite¢ny integralni vzorec pro délku
kiivky. Pfipomenime, Ze ¢ : [a,b] — R" je po ¢astech C' na (a,b), pravé kdyz existuje déleni
a =1ty <ty < - <ty <ty =>btak, e p € C*((t;_1,t;)) pro kazdé i € m a existuji
jednostranné limity ¢'(¢;£) proi € {1,...,m—1}, ¢ (a+) a ¢'(b—) vIR". Zde i dale pouzivame
bézné znaceni ¢/ (t) := Do(t) = (¢ (t), ..., ¢ (t)).

Véta 6.3: Necht ktivka ¢ : [a,b] — R" je po ¢astech C' na (a,b). Potom je ¢ rektifikovatelna
a plati:

() = / 16/(8) .

Diikaz. Diky aditivité integralu i délky kiivky ve smyslu 2. tvrzeni Véty 6.2 staci tvrzeni dokazat
pro kiivku ¢ € C1((a, b)) s jednostrannymi limitami ¢/ (a+), ¢'(b—) € R

Uvazujme libovolné déleni o : a = ty < t; < ...t,, = b. Potom s vyuzitim nerovnosti
z Lemma 3.27 dostaneme

Lol6) = 3 llolt) — olt)l =D

ti m b
¢’<t>dtH < lo@la= [ @] d.

312



Posledni integral je kone¢ny, nebot integrand je spojita funkce na [a, b], a tudiz je ¢ rektifiko-

vatelna a plati nerovnost
b
(< [ 1o@le

Dale budeme pouzivat znaceni ¢, 4 pro ziZeni kiivky ¢ na interval [c,d] C [a,b] (stejné
jako ve Véteé 6.2). Definujme funkeci g : [a b] — R vztahem

o0 = {gw[a,m, pro € (a.b].

, prot = a.

Necht ¢t € (a,b) ah > 0tak, ze t + h € (a,b). Z aditivity délky ktivky, viz Véta 6.2, a z analo-
gického odhadu, jaky jsme provedli vyse, dostaneme

Gt + 1) — g(t) = lppran) < / I¢/(s)lds < h_max [}6/(5)]|.

E[t,t+h]

Uvazime-li také, ze kdyZ v definici délky kiivky vezmeme dvoubodové déleni {¢, t+h} intervalu
[t,t + h], mame
[o(t +h) = SO < Upeem)-

Spojenim obou odhadu ziskame nerovnosti

lott +h) = oIl _ glt+1) =9 _ o 15l

h - h SE[t,t+h]

Ze spojitosti funkce t — ||¢/(t)|| na [a,b] plyne, Ze max,cpiis) ||¢'(5)
h — 0+. Také vyraz nalevo v posledni nerovnosti konverguje k ||¢'(¢)||,
plyne z diferencovatelnosti ¢ v bodé ¢. Odtud vidime, Ze

glt+h) —g(t)

@1,

= [l @)1-

lim
h—0+

Analogicky se ukaze, vezmeme-li na zacatku h < 0, Ze také

gt h) — gt
h—0— h

= [l @)]-

Celkem zjistujeme, Ze ¢ je diferencovatelna funkce v bodé t € (a,b) a plati ¢'(t) = ||¢'()]|.
Nyni jiz jednoduse odvodime dokazovany vzorec, nebot

f(¢)=g(b)=g(b)—g(a)=/ 9’(t)dt=/ 1 (£)]|dz.
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Poznamka: Specialné graf funkce f : [a,b] — R, ktera je po ¢astech C'! na [a, D], je stopou
kiivky o(t) := (¢, f(t)), t € [a, b], v R? vyhovujici pfedpokladtim Véty 6.3, a proto

to)= [ 1+ @i

Priklad 6.4 (Délka cykloidy): Kiivka v R? zadana parametricky rovnicemi
z(t) = a(t —sint), y(t) =a(l —cost), prot € [0,27],

kde a > 0, je oblouk cykloidy, viz Obrazek 16. Tuto kfivku opiSe bod na hranici kruhu o po-
loméru a, ktery se vali po ose x. Spoéitime jeji délku. Na tuto kiivku ¢(t) := (z(t), y(t)) lze
aplikovat Vétu 6.3, a proto je

“9) :/O% \/(x’(t))2—|—(y’(t))zdt:a/:ﬂ V(1 = costy? +sin?
= \/Ea/()%\/mdt = 2a/027rsin (%) dt = 8a.

m 2m

Obrazek 16: Cykloida pro a = 1.

Priklad 6.5 (Délka sroubovice): Kfivka v R? zadana parametricky rovnicemi
z(t) =acost, y(t)=asint, z(t)=0bt prote|0,27],

kde a,b > 0, je oblouk Sroubovice (helix), viz Obrazek 17. Pro délku této kiivky ¢(t) :=
(x(t),y(t), z(t)) dostaneme podle Véty 6.3 vztah

aw=[%%wwﬁ+wmf+wwfm=A%wﬁnmﬁﬂm@mﬁ.
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Obrazek 17: Sroubovice proa = 1ab = 1/6.

Priklad 6.6 (Délka Vivianiho kiivky): Vivianiho kfivka vznikne priinikem sféry a valce v R?
danych rovnicemi:

P22 =4a?, (z—a)?+y?=dd
kde a > 0 je parametr, viz Obrazek 18. Pro nalezeni vhodné parametrizace této kfivky nejprve
zvolime polarni soufadnice v z a y se stfedem v bodé (a, 0), ktera ,sedi“ rovnici pro valec, tj.

r=a+acost, y=asint, te|0,2n].
Parametrizaci soufadnice z = z(t) poté dopocitime z rovnice pro kouli:

t
2P =4a® —2® — ?/2 = 2a® — 2a® cost = 4a? sin® (5) .

t
= d2asin| = | .
z asm(2)

Znaménko + resp. — odpovida parametrizaci ¢asti kfivky v poloroviné z > 0 resp. z < 0.
Tyto dvé casti jsou symetrické podle roviny z = 0. Neni tézké si rozmyslet, Ze i ta ¢ast kiivky
nachézejici se napf. v poloroviné z > 0 se sklada ze dvou symetrickych casti stejné délky.
Proto sta¢i pocitat délku jedné Etvrtiny Vivianiho kfivky z kladného oktantu R?. Tato kfivka
o(t) = (z(t),y(t), 2(t)) je tedy parametricky uréena rovnicemi:

Tedy

z(t) = a(l 4 cost), y(t) =asint, =z(t)= 2asin<%) :
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kde t € [0, 7].
Pro délku kfivky ¢ (a tedy 1/4 délky Vivianiho kfivky) dostaneme podle Véty 6.3 vzorec

U(¢) = a/ \/sin2t—|—c052t+c052 (%)dt = a/ 1 + cos2 <%>dt.
0 0

Posledni integral bohuzel nelze spocitat explicitné. Drobnou tUpravou jej miZzeme jen vyjadrit
jakou specifickou hodnotu tzv. dplného eliptického integralu druhého druhu, coz je specialni
funkce definovana integralem

w/2
E(k) = / V1—Fk2sin®xdx, k€]0,1]. (77)
0

Dostaneme tak vzorec pro délku ¢ ve tvaru

0() = 2aV/2 E<%) .

Numericky piiblizna hodnota je F(1/v/2) ~ 1.35064.

Obrazek 18: Vivianiho ktivka pro a = 1.
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Vzorec pro vypocet délky kiivky z Véty 6.3 je uzitecny, ale 1ze ho aplikovat jen na ktivky,
které jsou po ¢astech C'!. Nesplituje-li ktivka tento pfedpoklad, nezbyva nez pouzit obecnou de-
finici délky ktivky, nebof ta diferencovatelnost kfivky nevyzaduje. Upozornéme také, ze vzorec
z Véty 6.3 nemusi byt délka kiivky ani v piipadé, ze ma integral ve vzorci dobry smysl. Uva-
zujme napt. kfivku ¢ danou grafem Cantorovy funkce, tzn. ¢(x) = (z, f(x)), z € [0, 1], kde f
je Cantorova funkce, viz Pfiklad 4.52. Funkce f je spojita a navic f'(z) = 0 pro s.v. z € [0, 1],
nebot f je konstantni na ,prostfednich” intervalech z mnozin C,,, viz Ptiklad 4.51. Potom

/01\/1+(f’(:v))2dx:/011dx:1,

ale délka Cantorovy funkce neni 1. Kfivka, ktera by spojovala body (0,0) a (1, 1) a méla délku 1,
ani neexistuje (pro¢?). Skutecnou délku Cantorovy funkce spocitame v nasledujicim priklade.

Priklad 6.7 (Délka Cantorovy funkce): Spocitame délku kiivky ¢(x) = (z, f(z)), x € [0,1],
kde f je Cantorova funkce. Nejprve ukazeme, ze délka ¢ je nejvyse 2. Uvazujme libovolné déleni
0:0=x9<z <--- <z, = 1intervalu [0, 1]. Potom

lo(9) = Z (i, f:)) = (ia, fia))]

je délka lomené ¢ary spojujici body (0,0) = (zo, f(z0)), (1, f(x1)), ..., (Tn, f(zn)) = (1,1).
Protoze je f neklesajici, je také lomena cara urcena délenim o neklesajici. Nyni si staci roz-
myslet, Ze 74dna neklesajici lomena ¢ara spojujicibody (0,0) a (1, 1) nemtze mit délku vétsi nez
2 (extrémni ptipad je ¢ara spojujici po fadé body (0, 0), (0, 1), (1, 1), ptip. (0,0), (1,0), (1, 1)).
Proto /,(¢) < 2 pro kazdé déleni o intervalu [0, 1]. Odtud plyne, ze ¢ je rektifikovatelna a jeji
délka spliuje

U(@) = sup £y () < 2

Dale dokazeme také opacnou nerovnost £(¢) > 2. Oznacme si {1(¢) = {(¢p,1/3) délku
Cantorovy funkce ziZené na interval [0, 1/3]. Zfejmé ¢, (¢) nemize byt kratsi nez usecka spo-
jujici body (0,0) a (271,371), neboli

li(¢) > l+i

22 32
Uvédomime-li si také, Ze graf Cantorovy funkce v intervalu [2/3, 1] je jen posunuty graf Can-
torovy funkce v intervalu [0, 1/3], tedy stejné délky, dostaneme vztah

) =20(0) + 1.

kde 1/3 pfedstavuje délku Cantorovy funkce v intervalu (1/3,2/3), na ném? je konstantni.
Postupujme analogicky zuZzenim analyzy do intervalu [0, 1/3]. Pro l5(¢) = {(¢(0,1/9) do-
staneme

1 1

1
lo(¢) > §+§ a 51(415):252@5)"'5-
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Obecné pron € Na £, (¢) := {(dj,3-»)) mame

1 1 1

gn(¢) > 2% + BE a fn_1(¢) = 2£n(¢) + —.

Odtud snadno indukci odvodime, Ze

n

-z L ()2 )

j=1 7=0

pro kazdé n € N. Nakonec posleme-li n — 0o, dostaneme nerovnost

1
21433 (3) -
=0
Uzavirame tedy, ze {(¢) = 2.

6.2 Krivkovy integral 1. a 2. druhu

V této casti zavedeme tzv. kfivkovy integral dané skalarni funkce f : R” — R nebo vektorové
funkce F': R" — R". Vzhledem k fyzikalnim aplikacim se zde ¢asto misto funkci mluvi o daném
skalarnim resp. vektorovém poli, nebot f pfifazuje bodu © = (x1,...x,) prostoru R" skalar
f(z) € Ra F vektor F(z) = (Fi(x),...,F,(z)) € R". Ve fyzice mize vektorové pole F
predstavovat napf. pole elektrické, magnetické, gravitacni, atd. Skalarni pole f muze byt napt.
jejich potencial.

Integral skalarniho pole f podél kiivky ¢ je tzv. kfivkovy integral 1. druhu. Funkei f : [¢] —
R nazyvame integrabilni na po ¢astech C'! ktivce ¢ : [a, b] — R", pokud (fo¢)||¢'|| € L([a, b]).
Definice 6.8 (Kiivkovy integréal 1. druhu): Necht ¢ : [a,b] — R™ je po ¢astech C' kfivka
a f : [¢] = R je integrabilni funkce. Integral

/fds —/ O LG

nazyvame krivkovy integral funkce f podél krivky ¢ 1. druhu.

Poznamka: 1. Vsimnéte si, ze ((¢) = f¢ 1ds, viz Véta 6.3.
2. Podobné jako délku kfivky bychom mohli definovat i kfivkovy integral 1. druhu pro $irsi
tridu kiivek pomoci déleni. Nicméné vzhledem k aplikacim a integralnim vétam, které chceme
v této ¢asti dokazat, bude tfida po ¢astech C* kfivek zcela dostacujici.

Cislo [, fds pfedstavuje celkovy ptispévek skalarniho pole f podél kiivky ¢. Napf. v me-
chanice, modeluje-li kiivka ¢ néjaky drat, jehoz rozlozeni hustoty v prostoru popisuje funkce
p:l¢] > R, budem = [ » pds hmotnost dratu.
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Priklad 6.9: Hmotnost oblouku paraboly y = 2%, x € [—1, 1], jejiz hustota v bodé (z,y) je

plz,y) = |z
m:/pds,
¢

kde ¢(t) := (t,2t*) pro t € [—1, 1]. Potom podle definice kfivkového integralu 1. druhu mame

1 1 1 3/2 boar o
m = p@%wwmmz/uWHﬂwa:4@U+wﬂ }:_Erﬁ
—1 -1 0

Krivkovy integral 1. druhu nezavisi na parametrizaci kfivky.

Véta 6.10: Necht ¢ : [a,b] — R™ po ¢astech C* ktivkaa ) = ¢ o : [¢,d] — R, kde
¢ : lc,d] — [a,b] je spojita a difeomorfismus (¢, d) na (a, b), potom

/(ﬁdeZ/wfds

pro kazdou integrabilni funkeci f : [¢] — R

Diikaz. Tvrzeni vyplyva z Véty 5.79 o substituci, podle které mame

/f DI (6)]|dt = /f¢£ DIIFEDIE @)t = /f DIl (s)]lds.

]

Integraci vektorovych poli podél kiivky zavadime tzv. krivkovym integralem 2. druhu. Vek-
torovou funkci F' = (Fy,...,F,) : R®" — R" nazveme integrabilni na po ¢astech C' ktivce

¢ : |a,b] — R™, pokud (F; o ¢) ¢, € L([a,b]) pro kazdé i € n.

Definice 6.11 (Kfivkovy integral 2. druhu): Necht ¢ : [a,b] — R" je po ¢astech C! kfivka
a I : [¢] — R" je integrabilni vektorova funkce. Integral

b
/ Fods:= / (F(6()), &/(1))dt
) a

nazyvame krivkovy integral funkce F' podél kfivky ¢ 2. druhu. (Zde (-, -) je euklidovsky skalarni
soucin v R™))

Poznamka: Pro kiivkovy integral 2. druhu se také pouziva znaceni

/F-ds::/Fldx1+~~'+Fndxn.
¢ é

Samotnému vyrazu Fydzy + --- + F,dx,, lze dat konkrétni vyznam, je to tzv. diferencialni
1-forma. Integrace obecnych diferencialnich forem je pfedmét studia analyzy na varietach.
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Abychom ziskali alespon intuitivni porozuméni vyznamu kiivkového integralu 2. druhu,
ukazeme si nejprve, jak ho lze vyjadrit pomoci kfivkového integralu 1. druhu. Uvazujme pro
jednoduchost ktivku ¢ : [a,b] — R" takovou, ze ¢ € C'((a,b)). Necht ¢ je navic regularni,
tzn. (Vt € (a,b))(¢'(t) # 0). Potom mzeme te¢ny vektor ¢'(t) ke kiivce ¢ v bodé t € (a,b)
normalizovat a zavést jednotkovy te¢ny vektor

e
TOW) = 1amn

Potom pro libovolné integrabilni vektorové pole F' : [¢] — R" mame

t € (a,b).

/¢ Foas— [ (F(6(1). 8 (1))dt = / (F(6(0). T 6/(0) |t = /¢ (F,T)ds.

Vyraz (F,T) je az na znaménko velikost projekce pole F' do te¢ného sméru T ke kiivce ¢ -
tzv. tecna komponenta pole F' podél kiivky ¢. Z tohoto vztahu plyne, ze [ s ds je celkovy
prispévek tecné komponenty pole F' podél kiivky ¢. Napt. v mechanice mize F' reprezentovat
silové polea [ s -ds je potom celkova energie, tzv. prace, kterou je treba dodat ¢astici, abychom
ji pfesunuli po trajektorii urcené kiivkou ¢.

Piiklad 6.12: Elipsu v R?, kter4 vznikne priinikem valce a roviny dané rovnicemi

2?4y =1 a z=2y+1,
mlZzeme parametrizovat tak, ze ¢(t) := (cost,sint,2sint + 1), kde ¢ € [0, 27]. Spocitame
féF -ds pro F(z,y,2) = (y, 2z, x). Tedy

2
/F-ds :/ ((sint,2sint + 1,cost), (—sint,cost,2cost)) dt
¢ 0

2m
= / (—sin®t + 2sint cost + cost + 2 cos* t)dt = .
0

Ktivkovy integral 2. druhu zavisi na parametrizaci kfivky, ale jen co do znaménka.

Véta 6.13: Necht ¢ : [a,b] — R po ¢astech C' kiivka a ) = ¢ o & : [c,d] — R™, kde
€ : [e,d] — [a,b] je spojita a difeomorfismus (¢, d) na (a,b), potom pro kazdé integrabilni
F :[¢] = R™ plati:

F-ds, je-li € rostouci,
/ F.ds= f¢ J
Y - f¢ F-ds, je-li £ klesajici.

Diikaz. Z predpokladu plyne, ze pro vsechna t € (¢, d) je bud £'(t) > 0, nebo &'(t) < 0, neboli
¢ je bud rostouci, nebo klesajici na [c, d]. Ozna¢me

1, je-li £ rostouci,
W=
—1, je-li & klesajici.
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Potom aplikaci Véty 5.79 o substituci dostaneme
d d
[ Feds= [ Fu@nemya= [ (Foogn).so)e b
1[’ c c

—w / (F(¢ 0 (), 9(€(1))) €/(1) d = w / (F(6(s)), ¢/(s)) ds = w /¢ F.ds

pro libovolné integrabilni F : [¢] — R™, coz je tvrzeni véty. O

Poznamka: Krivky ¢ a1) = ¢of jsou tzv. stejné orientované v pripadé, ze £ je rostouci a opacné
orientované v pripadé, ze ¢ je klesajici. Krivkovy integral 2. druhu tedy neméni svou hodnotu pfi
reparametrizaci kfivky zachovavajici orientaci a méni pouze své znaménko pfi reparametrizaci
obracejici orientaci.

6.3 Greenova véta

Greenova véta je prvni z fady uzite¢nych integralnich vét, které davaji do rovnosti integral
,Z néfeho” pres hranici jisté mnoziny a integral ,z néceho jiného" pfes samotnou mnozinu.
Vsechny tyto integralni véty predstavuji specialni pripady obecné Stokesovy véty z analyzy na
varietach (za jistych dodate¢nych predpoklada hladkosti).

Uplné nejjednodussi situaci, kdy na jedné strané rovnosti integrujeme pies mnoZinu a na
druhé pres jeji hranici, predstavuje fundamentalni véta integralniho poctu:

/ F(@)de = £(b) — f(a)

pro f po ¢astech C' na (a, b). Nalevo integrujeme funkci ptes interval [a, b] a také pravou stranu
lze interpretovat jako jisty integral ptes hranici 0[a, b] = {a, b}. Znaménko minus u f(a) souvisi
s tzv. orientaci - zde pozitivni volbou prachodu intervalu [a, b] od a do b.

Abychom mohli vyslovit Greenovu vétu, budeme potfebovat definovat nékolik pojmu.

Definice 6.14 (Jednoducha, uzaviena, Jordanova ktivka): Kiivka ¢ : [a,b] — R™ se nazyva
jednoducha, pravé kdyz je ¢ prosté. Ktivka ¢ : [a,b] — R™ se nazyva uzavrend, pravé kdyz
¢(a) = ¢(b). Ktivka ¢ : [a,b] — R" se nazyva Jordanova, pravé kdyz ¢ je prosté na [a,b) a
b(a) = $(b).

Stopa jednoduché krivky neprotina sama sebe. Stopa uzaviené kiivky ma stejny pocatecni
bod ¢(a) a koncovy bod ¢(b). Stopa Jordanovy kfivky je uzaviena a neprotina sama sebe vyjma
bodu ¢(a) a ¢(b).

Je-lin = 2, fekneme, 7e kompaktni mnoZzina S C R? mé po éastech C' hranici, pokud exis-
tuje m € N a po ¢astech C"! Jordanovy kiivky ¢y, . . ., ¢, jejichZ stopy jsou po dvou disjunktni
a plati:

08 = U[¢j]-

321



Tedy hranice S nemusi byt souvisla (S mtze mit ,diry“). Déle hranici 0S nazveme kladné ori-
entovanou, pokud kazda z kiivek ¢; : [a;j,b;] — R? ma tu vlastnost, ze prochazi-li parametr ¢
interval [a;, b;] od bodu a; k bodu b;, je mnozina S vzdy vlevo od bodu ¢, (t). Pfesnéji pfedpo-
klddame, ze v kazdém bodé t € [a;, b;], kde je ¢; diferencovatelna, je ¢(t) # 0 a jednotkovy
normalovy vektor n := (—T3,7T1) v bodé ¢;(t), kde T' = (T1,Tz) = ¢(t)/||#;(t)] je jednot-
kovy te¢ny vektor v bodé ¢;(t), mifi do mnoziny S, tzn. ¢;(t) + en € S pro vSechna € > 0
dostate¢né mala, viz Obrazek 19.

Obrazek 19: Kompaktni mnoZina s po ¢astech C'! kladné orientovanou hranici.

Nyni mtzeme zformulovat Greenovu vétu, v niz pouzijeme znaceni

F-ds:= /F-ds

kde mnozina S aktivky ¢1, . . . , ¢,,, maji vy$e popsany vyznam. Navic budeme psat dm?(z, y) =
dzdy pro Lebesgueovu miru v R?, jak je zde obvyklé.

Véta 6.15 (Green): Necht S C R? je kompaktni mnozZina s po ¢astech C'! kladné orientovanou
hranici. Predpokladejme dale, ze 2 C R? je oteviena, S C Qa F : Q C R? — R? je tiidy C*

na 2. Potom plati:
oF, O0F
F-ds:/(———) dxdy.
/as s\ O Ay

Diikaz. 1) Nejprve budeme uvazovat velmi omezenou tfidu tzv. jednoduchych mnozin S, pro
které bude snadné ovéfit tvrzeni Greenovy véty. Mnozina S se nazyva jednoducha, pravé kdyz

S={(z,y) eR* | z € [a,b], p1(z) <y < pa(x)}
={(z,y) e R* |y € [e,d], 1(y) <z < ha(y)},

kde ¢y, ¢ resp. 11, 15 jsou po Eastech C! funkce na [a, b] resp. [c, d]. Tedy jednoducha mnoZina
S je ohrani¢ena grafy dvou po ¢astech C* funkei jak od z, tak od .
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Predpokladejme tedy, ze S je jednoducha mnozina s pozitivné orientovanou hranici. Potom
podle prvniho vyjadieni S je hranice 0S sjednocenim stopy kiivky dané rovnici y = ¢1(x)
orientované zleva doprava, stopy kfivky dané rovnici y = ¢(x) orientované zprava doleva
a dvou vertikalnich usecek s * = a a x = b, které mohou degenerovat v jeden bod. Ukazeme, Ze
pro vektorové pole F' s nulovou druhou komponentou, tj. F' = (F},0), plati vzorec z Greenovy
véty. Leva strana vzorce je rovna

b ¢2(b)
/ (F1,0) - ds = / (B (x, 61(x)), 0)(1, &, ()T + / (F1(b.),0)(0,1)7dy
0S8 a ¢1(b)

#1(a

a )
+ / (B (2, (), O)(1, () " + A (R0, 00174y

2(a
:/ (Fi(z, 61(2)) — Fi(z, a(2))) da

Tento vyraz dostaneme i na pravé strané, protoze

OF #(@) o b
- [ kanay = - / / iy = / (Fi(z, 61 () — F(x, o)) da
Tedy
/(Fl,O)-ds: aFldxdy
a8 s Oy

Zcela analogicky ovéfime, vyjadiime-li hranici 85 druhym zptsobem pomoci v a 1, Ze
pro vektorova pole tvaru F' = (0, F3) plati:

F
/ (0, ) ds_/ﬁdxdy
oS

Nyni sta¢i oba vysledky zkombinovat a dostaneme pro obecné C! vektorové pole F' = (Fy, I}),

ze
oFy, 0F;
F-ds:/ F,0 -ds+/ 0, F. -ds:/<———)dxdy,
/as as( ' ) as( 2) s \ Oz dy

coz jsme chtéli dokazat.

2) Kdyz uz vime, Ze Greenova véta plati pro jednoduché mnoziny, mizeme jeji platnost
snadno rozsifit na mnohem obecnéjsi tfidu mnozin S, které lze rozlozit na konecné sjednoceni
mnozin Sy, . .., Sy, takovych, ze plati:

i. Mnoziny 51, ..., S, maji po dvou disjunktni vnitrky.

ii. Prokazdé i € 7 je S; jednoducha mnozina s kladné orientovanou po ¢astech C! hranici.

Viz Obrazek 20. JelikoZ spole¢né hranice mnozin Sy, . . ., Sy, je mnozina Lebesgueovy miry nula,

mame
0F, 8F1 0F, 8F1
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Také ale plati rovnost

F.-ds= / F-ds,
/BS ZZ:; a5S;

protoze vSechny kfivkové integraly pies ty casti hranic mnozin S;, které nejsou ¢asti hranice
S, se vynuluji. Vsimnéte si, Ze je-li C' spole¢na hranice mnozin S; a S, ¢ # j, potom je stopou
dvou kfivek, které jsou opacné orientované. Tudiz ty Casti integral [, g, @ L5 s, pfes spole¢nou
hranici C' se odectou, viz poznamku za Vétou 6.13. Nyni jiz staci aplikovat Greenovu vétu na
jednotlivé integraly pfes jednoduché mnoziny Sy, ..., Sy,.

Obrazek 20: Piiklad rozkladu mnoziny z Obrazku 19 na jednoduché mnoziny.

3) Ttida mnozin S, pro které jsme Greenovu vétu dokazali, je dostacujici pro mnoho apli-
kaci. Nicméné ne kazdou kompaktni mnoZinu s po ¢astech C'! hranici lze zapsat jako sjednoceni
kone¢ného poctu jednoduchych mnozin. Kompletni dikaz obecné Greenovy véty zde neuve-
deme, protoze vyzaduje jistou dodate¢nou technickou masinerii, tzv. rozklad jednic¢ky. Zaujaty
Ctenaf najde vice detaild v dodatcich. [

Poznamka: Je zajimavé a nékdy i uZite¢né, Ze plochu mnoziny S C R? lze pocitat pomoci

kfivkového integralu 2. druhu podél hranice S. Je to mozné udélat dokonce vice riznymi zpu-
soby, napf.

m(S):/dedy:/as(O,x)-ds:—/as(y,())-ds:%/as(—y,:r)-ds,

jak vyplyva z Greenovy véty.
Priklad 6.16: Bylo by obtizné pocitat pfimo kfivkovy integral 2. druhu vektorového pole

F(z,y) = (\/ 1+ 22 — ye™ + 3y, 2* — ze™ + In(1 + ys))
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pies kladné orientovanou kruznici ¢ uréenou hranici kruhu D = {(z,y) € R? | 2* + y? < 1}.
Aplikaci Greenovy véty ale dostaneme vysledek témér okamzité, nebot

/F-ds :/ (ﬁ [IQ —memy+ln(1—|—y8)} — 2 [\/1—1—172 —ye$y+3y]) dzdy

— / (2x — 3)dxdy = —3m(D) = —3m,

kde jsme vyuzili toho, Ze integral [, 2zdzdy = 0 ze symetrie.

Priklad 6.17 (Plocha Descartova listu): Spocitame plochu Descartova listu, coz je omezena
mnozina S v Ri s hranici uréenou rovnici 22 + v = 3axy, kde a > 0, viz Obrazek 21. Parame-
trizujeme-li hranici S pomoci polarnich soufadnic ¢(0) := (r(0) cos 0, r(0) sin ), zjistime, Ze

r(0) = 3asinf cos [0’71']

sin® 0 + cos3 0’ 2
Potom podle Greenovy véty muzeme plochu S pocitat nasledovné:

1 cos — r(0)sind

1 ™/2 . 7'(6)

§/¢( y,x)-ds = —/ (—r(0)sind,r(8) cosh) (r’( )Slﬂ@—i—?"( )cos@) do
_l/w/ _1/ 3atg 6 ? _gg/oo

2./, 2/, 1+tg*6 00820 2" o (1+13)2
3, T3, 2,

2" { 1+t3] 2"

kde jsme provedli substituci ¢t = tg 6.

6.4 Plocha a plosné integraly 1. a 2. druhu

V této ¢asti si zavedeme integraly skalarnich a vektorovych poli ptes plochy v R®. Nejprve si
musime vyjasnit, co budeme rozumét plochou v R? a také co znamena, 7e je plocha po éastech
tridy C*. Hned od za¢atku budeme pracovat se specialni tfidou podmnoZin R3, které budeme
nazyvat parametrizované po éastech C* plochy. To sice neni nejobecnéjsi definice pojmu po
¢astech C'! plocha, ale jeji technicka sloZitost je ptijatelna a pfitom zahrnuje dostate¢né bohatou
tfidu mnozin. Navic ndAm umozni pomérné rychle odvodit vysledky zasadni pro aplikace.

Definice 6.18 (Regularni C' parametrizace, parametrizovana C"* plocha): Necht 2 C R? je
neprazdné oblast. Zobrazeni ® : ) — R3 nazveme regularni C' parametrizaci, jestlize:

1. ® € CY(Q),
2. (Y(u,v) € Q))(W(D®(u,v)) = 2),

3. zobrazeni & : Q — ®(Q) je homeomorfismus, pficemz $(€2) uvazujeme s topologii
indukovanou z R?.
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Obrézek 21: Descartuv list.

Mnozinu S := ®(§2) nazyvame parametrizovanou C' plochou.

Definice 6.19 (Parametrizovana po ¢astech C'* plocha): Mnozinu S = SpU--- U5, C R3
nazyvame parametrizovanou po éastech C plochou, jestlize pro kazdé i € k plati:

——=S
1. S; = 599, kde uvazujeme vnittek i uzavér v topologii prostoru S,
2. (3Q; C R? neprazdna oblast)(3®; : Q; — R? regularni C'! parametrizace)(®;(£2;) = S9°),

3. pro kazdé j € k, J # 1, je prinik S; N .S; bud prazdny, nebo je koneénym sjednocenim
stop po ¢astech C! kfivek.

Poznamka: Ucelem podminky 1., ktera fika, 7e kazda ¢ast S; je uzavérem svého relativniho
vnitiku, je zajistit, aby vSechny hrani¢ni body a $vy c¢asti S; byly limitami bodi skute¢né po-
krytych parametrizaci. Definice pak nedovoluje jisté patologicky volené casti S;.

Poznamka: Parametrizovana po ¢astech C'! plocha se tedy sklada z kone¢ného poétu mnozin,
které jsou regularnich C'! parametrizaci z oteviené a souvislé podmnoziny R? do R? a navic ze
~spole¢nych ¢asti nizsi dimenze®, viz konkrétni pfiklady nize. Vsimnéte si, Ze na rozdil od kiivek
je parametrizovana plocha mnozina a nikoliv zobrazeni. To zdUraznuje slovo parametrizovana.
V této logice je parametrizovana plocha vicedimenzionalni analogie stopy kfivky:.

Priklad 6.20: Sféra S = {(x,y,2) € R® | 22 +1y°+ 2% = a?} o poloméru a > 0 je parametrizo-
vana po ¢astech C'! plocha v R3, nebot ji Ize napf. slozit z dolni a horni hemisféry S = S; U Sy,
kde st = ®,(Q);), parametrizace @, : 2; — R3 lze volit jako hladka zobrazeni
x T
Py (2, y) = y a  Py(r,y) = y

VR —a? =y —\/a? —x? —y?
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na mnoziné
Q= Qy = {(z,v) € R? | 4P < a2}.

Pranik S; NSy = {(x,y,2) € S | z = 0} je kruznice (,rovnik®), a tedy stopa kfivky tiidy C".
Jinou volbou je napf. rozklad S = S; U S; na levou a pravou hemisféru, které parametrizu-
jeme zobrazenimi ®; : Q; — R3 uréenymi sférickymi soufadnicemi:

Oy (u,v) = Py(u,v) = (acosucosv,asinucosv,asinv),

kde . .
Q= (—m,0) x (—7/2,7/2) a Q= (0,7)x%x (—7/2,7/2).

Prinik S; NSy = {(x,y,2) € S | y = 0} je opét kruznice (,polednik®).

Piiklad 6.21: Hranice (plného) valce V = {(z,y,2) € R® | 22 +¢y> < a®> A 0 < 2 < b}
o poloméru a > 0 a vysce b > 0 je parametrizovana po ¢astech C'! plocha v R3. Mnozinu
S := 0V muzeme napft. rozlozit na dvé poloviny plasté valce

Sy i={(z,y,2) | 2* +y*=a> AN 0<2<b A o <0},
Sy i={(m,y,2) | 2* +y*=a> AN 0<2<b A x>0}
a dvé podstavy
Sy ={(z,5,0) [2* +y* <}, Si={(x,y,0) [2°+y* <a’}.
Moznou volbou parametrizaci ®; : €; — S je napf.

®q(u,v) := (acosu,asinu,v), € :=(—m0) x (0,b),

Oy (u,v) := (acosu,asinu,v), Qo :=(0,7) x (0,b)

O3(u,v) := (u,v,0), Py(u,v):= (u,v,b), Q3 = Q= {(u,v) | v* +v* < a’}.
Ovéfent, ze priniky S; N S;, ¢ # j, jsou bud prazdné, nebo stopy C* kiivek, je jednoduché a je
prenechano Ctenari.

Piiklad 6.22: Hranice (plného) kvadru K = [a, b] x [c, d] X [e, ] je parametrizovana po ¢astech
C' plocha v R3. Mnoziny S;, i € 6, Ize volit jako jednotlivé stény kvadru K. Detailni ovéieni
definice je pfenechano ¢tenafi jako cviceni.

Uvazujme S parametrizovanou C! plocha s regularni parametrizaci ®. Tedy @ : Q — S je

tiidy C! na oblasti 2 C R? a h(D®) = 2 na Q. Zvolme pevné (ug, vy) € 2. Parametrizace ®
urcuje na plose S dvé dulezité kiivky prochazejici bodem ®(ug, vg). Polozme

I, == {u e R | (u,v9) € Q}, Juy = {v € R| (up,v) € Q}.
Tyto kiivky jsou dany zobrazenimi

Oy i Ly, = S, Dy (u) := P(u,vy), Dyt Jug = S, Doy (v) 1= P(ug, v).
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Tecéné vektory ke kfivkam ®,, a ®,,, v bodé $(ug, vg) jsou

00

ox 0 0z
Tuo = %(UOaUO) = (%(UO,UO), 8_3(%’2}0)’ %(Umvo))

0P 0 0 0
T’Uo = %(UO, UO) - (a_:z(UO’ UO)) a_g(u(]) UO)? a_f}(UO7 /UO))’

kde jsme pouzili znaceni jako napf. ve Vété o implicitni funkci a oznacili si komponenty para-
metrizace O:
@(u,v) = (:E(u,v),y(u,v),z(u,v)) ) (U7U) € .

Vektory T,,, a T, jsou linearné nezavislé, nebot jsou to sloupce matice D®(ug, vy), ktera
ma dle pfedpokladu hodnost 2. Tedy T,,, a T;,, urcuji te¢nou rovinu k plose S v bodé ®(ug, vy).
Normalovy vektor této roviny, tj. vektor kolmy na oba vektory 7, a T;,,, 1ze volit jako vektorovy

rouein _(10w2) 2z, 2) 2z y)
Ty X Ty = (’8(u,v) (uo, vo), . v) (uo, vo), 9 v) (uo,vo)>.

Z linearni nezavislosti vektora T, a T;,, vyplyva, ze T,,, x T,,, # 0.V takovém pfipadé mizeme
zavést jednotkovy normalovy vektor k plose S v bodé ®(ug, vy) vztahem

Ty X T,

— U "t (78)
[ Tue X Lo |

n = n(ug,vg) :

Vsimnéte si, ze jsme provedli jednu volbu jednotkového normalového vektoru ze dvou moznosti
lisicich se znaménkem.

Nyni mtzeme zavést integral skalarniho pole f : S — R pres plochu S. O funkci f :

S — R fekneme, Ze je integrabilni na parametrizované Cl plose S = S; U --- U Sy, pokud
(f o ®;)||0uP; x 0, € L(£2;) pro kazdé i € k.

Definice 6.23: Bud S = S; U - -- U S}, parametrizovana po ¢astech C* plocha, kde mnoziny
Si, .. .Sk jsou jako v Definici 6.19. Necht f : S — R je integrabilni funkce na S. Potom defi-
nujeme plosny integral funkce f pres plochu S 1. druhu vztahy:

/Sde ::i/s £ds, (79)
~ /s,

ke 00, 00,
/Side — /Qif(é[)i(u,v))H s O ud
pro kazdé i € k. Specialné obsah plochy definujeme vztahem
: : 0D, _ 0P,
A(S)::A1d5:izl/gi1d5:izléi o0 X || dudv. (80)
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Poznamka: Bod 3. z Definice 6.19 zarucuje, ze ¢asti S, které se integruji v integralech napravo
v (79) vicekrat, tj. praniky S; N .S;, do integralt nepfispivaji.

Poznamka: Pripomeiime, Ze pro vektory a,b € R3, plati vzorec:

la x bl = /llall[[b]]? = (a, )2

Ten byva uzitecny pfi vypoctu konkrétnich plosnych integralt 1. druhu, viz ptiklady nize.
Piiklad 6.24: Spocitame plosny integral 1. druhu funkce f(z,y,z) = z%z ptes plast valce
S = {(z,y,2) € R* | 22 +y*> =1 A 0 < z < 1}. Zvolime parametrizaci S pomoci
cylindrickych souradnic:

®(u,v) = (cosu,sinu,v)

kde (u,v) € Q := (—m,7) x (0, 1). Jelikoz

od 9o _
' % X % = ||(COSU,S1HU,O)|| = ]_,
dostavame
(I) q) 1 T
/de:/f(cosu,sinu,v) oo X oo dudv:/ / veos?ududy = .
s Q v 0 J—m 2

Ze vzorce (80) neni zfejmé, pro¢ pravé tento vztah je smysluplna definice pro obsah plo-
chy S. Motivaci pro tuto definici si jen nazna¢ime. Zfejmé sta¢i uvazovat plochu S C R? pa-
rametrizovanou jednou parametrizaci ® € C'(Q). Jelikoz je ) oteviena, miizeme ji pro pevné
zvolené k € N aproximovat zevniti ¢tverci o strané napt. 27 tak, jako v Lemma 5.78. Na kaz-
dém ¢tverci Q = [u, v+ 27%] x [v, v + 27%] z mnoziny A,(Q) C Q aproximujeme odpovidajici
¢ast plochy S, tj. ®(Q), rovnobéznikem se stranami danymi vektory ® (u + 27, v) — @ (u, v)
ad (u, v+ 2*’“) — ® (u,v). Pfipomefime, Ze norma vektorového souc¢inu vektorii a, b € R? je
rovna pravé obsahu rovnobézniku, jehoz strany jsou dany vektory a a b. Obsah naseho rovno-
bézniku je tedy roven

[ (2% 0) = ()] ¢ [ (0274 — @ 10
coz je pro k velké podle Véty o prirtistku piiblizné rovno

00 o0 00 o0
ou  Ov ou  Ov
Obsah celé plochy S Ize pak odhadnout vyrazem

oo 09
2.

o0 90 1),
QCAL(Q)

m*(Q).

o ‘

ou Ov

Posledni vyraz lze chapat jako integral funkce

Qbk = Z

QCAL(Q)

od 09

%X% XQ-
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Diky predpokladu ® € C'(Q) lze ukazat, ze ¢p — [|0,P x 9,®| pro k¥ — oo bodové na
a s pomoci Lebesgueovy véty dale argumentovat, zZe fQ ¢r, konverguje pro k — oo k integralu

0d 09

70 dudw.

Jinymi slovy pokud aproximujeme obsah plochy S souc¢tem obsahti malych rovnobéznika
urcenych te¢nymi rovinami k plose S v bodech déleni mnoziny €2 a déleni zjemnujeme, dosta-
neme v limité integral (80).

Podobné jako kfivkovy integral 1. druhu také hodnota plosného integralu 1. druhu nezavisi
na reparametrizaci parametrizované plochy S. Reparametrizaci zde rozumime to, Ze parametri-
zace O, : ); — 5; jednotlivych casti S;, viz Definice 6.19, nahradime novymi parametrizacemi
U, =®;0& : A; — Si, kde & = A; — € je difeomorfismus oblasti A;, Q; C R2. Ziejmé diky
aditivni definici (79) sta¢i tuto nezavislost ovéfit pro parametrizovanou C! plochu.

Véta 6.25: Necht S = ®(()) je parametrizovana C' plocha v R?, kde ® : ) — R? je regularni
C' parametrizace na neprazdné oblasti Q C R2 Necht je dale A C R? neprazdna oblast a
¢ : A — Q difeomorfismus. Potom pro ¥ := & o ¢ a libovolné integrabilni f : S — R plati:

/f uv‘@@ 0o

Diikaz. Piseme-li £(s,t) = (u,v), dostaneme aplikaci fetézového pravidla rovnosti

v _ovou gwor 0w _owou oo
ds  Ouds Ov Os a4 ot Ouodt Ov ot

dsdt.

dudv—/f (5,1)) H—x—

Potom

ov 3\11 (8@ 8@) ((9u8v 8u8v> (8@ 0D

25 <ot \ow o) \osor ~aros) = \ou av)dewf’

kde jsme vyuzili toho, ze vektorovy soucin linearné zavislych vektort je nula. Tudiz podle
Véty 5.79 o substituci je

ou

/ ‘8@ 0P
f(P(u,v)) ||[=— x =—
ov

[t |G« G| asae = [iroiets. | 52 x Siets.n) laer Dt o asa

dudwv.

[]

Priklad 6.26 (Obsah plochy grafu funkce): Uvazujme plochu 5, ktera je grafem funkce g : Q2 C
R? — R ttidy C' na oblasti , tedy S = {(z,y, g(z,y)) € R® | (z,y) € Q}. Potom se nabizi
volit parametrizaci ®(x,y) := (x,y, g(x,y)) pro (z,y) € Q. Ztejmé je

0P dg 0P dg
1 1
ox ( v ax) - (0’ ’0y)
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a odtud
2

ov o0
or 0Oy

8_@
ox

2 ob > (0D 9\ a9\ [(9g\
= — ==, =) =1+|=) +(5 ] -
Jy oxr’ 0y ox oy

Tudiz podle (80) dostavame vzorec pro obsah plochy S ve tvaru

A(S) = /Q \/1 + (g-i) + (%) dzdy. (81)

Priklad 6.27 (Povrch koule): Odvodime znamy vzorec pro povrch koule o poloméru a > 0
dvéma zpusoby.

Polozme S := {(x,y,2) € R® | 22 + y? + 2? = a*}. Zfejmé stadi spocitat obsah napt. horni
hemisféry S, := S NR? x R,. Ta je grafem funkce

g9(x,y) == Va? —x? —y?
pro (z,y) € Q := {(z,y) € R? | 2* + y* < a*}. Kratkym vypoétem zjistime, Ze

2 2
1+ (22) 4 (%) - ¢ .
Oz oy a2 — 12 — 2

A(S5)

Tudiz podle (81) mame

dxdy.

a
=2A(S :2/
§)=2 | ot

Po substituci do polarnich soufadnic nam vyjde

a 27
ar a
A(S) = 2/ / ————=d0dr = 4ma [— a? —7"2] = 4dra’.
=2 [ == Va7
Druhy postup vyuziva parametrizace pomoci sférickych souradnic
O (u,v) = (acosucosv,asinucosv,asinv)

pro (u,v) € (—m,7) X (—7/2,7/2). Obor hodnot & sice neni cel sféra S, nybrz S bez jedné
pulkruznice (,poledniku®), to ale nema na obsah S vliv. JelikoZ

0P , 0P . : :
— = (—asinucosv,acosucosv,0) a — = (—acosusinv,—asinusinv,acosv),
ou ov
vyjde nam
acpxaap? oo | |o@|>  [o® 9D\,
— X — ==l l=I| = |=,= ] =a"“cos”v
ou v ou ov ou’ v

a odtud opét dostaneme
T w/2
A(S) = / / a? cosvdvdu = 4ma®.
- J—m/2
3

31



Priklad 6.28 (Obsah rota¢niho télesa): Uvazujme jednoduchou po ¢astech C! ktivku v R? s

parametrizaci ve tvaru
¢(1) = (0,y(t), 2(t)), ¢ & [a,b].

Najdeme parametrizaci plochy S, ktera vznikne rotaci stopy kfivky ¢ kolem osy 2. Zafixujeme-
lit € [a,b], vznikne rotaci [¢] v roviné z = z(t) kruznice o poloméru y(t) se sttedem v bodé
(0,0, z(t)). Odtud vyvodime, Ze parametrizace rota¢ni plochy S je tvaru

B(t,0) = (y(t) cos b, y(t) sin 6, =(1))
kde t € [a,b] a @ € (—m, 7]. Snadno spocitame, Ze

%—f = (y/(t) cos 0,9/ (t) sin 0, 2'(t)), g—? = (—y(t)sinb,y(t) cos,0),

— [y O + (2())?

pro vechnat € (a,b)af € (—7r, 7r). Tudiz obsah S je dan integralem

9= [ [wonwor s coras= [ wonsoia. e

Uvedme si nékolik konkrétnich prikladu téles, které vzniknou rotaci jednoduché krivky:

8<I> GCID

a) Sféra o poloméru a > 0 vznikne rotaci ptilkruznice
o(t) = (0,acost,asint), te[-n/2,7/2)].

Pro jeji obsah proto podle (82) plati:

w/2
A(S) = 27r/ a® cost dt = 4ra®.

—7/2

b) Plast valce o poloméru a > 0 a vysce b > 0 vznikne rotaci tisecky

o(t) = (0,a,bt), tel0,1],
a proto

1
A(S) = 27r/ abdt = 2mab.
0

c) Plast kuzelu o poloméru a > 0 a vysce b > 0 vznikne rotaci usecky

o(t) = (0,at,bt), te0,1],
a proto

1
A(S) = 27T/ atva? + b2 dt = mava® + b2
0
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d) Torus vznikne rotaci kruznice (v roviné x = 0) o poloméru a > 0 se stfedem v bodé
(0,b,0), kde b > a, kolem osy z. Jeho plast mizeme rozdélit na dvé ¢asti, které vzniknou
rotaci palkruznic

¢+(t) = (0,b+ acost,asint), te[-n/2,7/2].

Proto podle (82) pro obsah toru dostaneme

w/2 w/2

(b—acost)adt—i—%r/ (b+acost)adt
—7/2

A(S) = A(S_) + A(S,) = 2#/

—7/2

/2
= 47r/ abdt = 47%ab.

—7/2

Priklad 6.29 (Povrch Vivianiho télesa): Spocitame povrch Vivianiho télesa, tj. obsah hranice S
télesa, které vznikne prinikem valce a koule dané nerovnostmi:

Py <4d® a (v—a)t+ P <dd
kde a > 0, viz Obrazek 18. Tuto plochu mtzeme rozdélit na dvé ¢asti, valcovy plast
Syi={(z,y,2) ER® | ® +y* + 2* <4a® A (z—a)’ +y* =d’}
a sférickou cast
Sy i={(z,y,2) eR® | 2® +y* + 22 =4a® A (z —a)’ +y* < a*}.

Vzhledem k symetrii télesa staci po¢itat obsah napf. €asti z kladného oktantu R?.
Valcovy plast S, parametrizujeme pomoci cylindrickych soufadnic:

O (u,v) := (a+ acosu,asinu, av) ,

kde u € (0,7) av > 0, omezime-li se jen na ¢ast valce v R? . Abychom parametrizovali jen tu
cast valce, ktera se nachazi v kouli, dosadime soufadnice do nerovnice pro kouli a dostaneme

2 .
(a+acosu)” + a®sin®u + a*v? < 4a?,

coz je po zjednoduseni nerovnost
2cosu + v < 2.

Tim dostaneme parametrizaci plochy S, v R? ve tvaru

Sy NRY = {(a+acosu,asinu,av) |0 <v<v2—2cosu A ue(0,m)}.

Jelikoz

0, ( ) 0) L
= (—asinu, acosu a
ou ’ ’ ov

= (07 O7a)7
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dostaneme

2

0D,
ov

w0

0. 09,
v

B 0D,
N ou

T pv/2—2cosu ™ T
A (Sv N Ri) = / / a*dvdu = a2/ V2 —2cosudu = 2a2/ sin (g)du = 4a°.
o Jo 0 0

(00, 00\
ou’ov ) N

a proto pro plochu mame

Stérickou ¢ast Sy omezenou na R? parametrizujeme sférickymi soufadnicemi
D (p,0) := (2acos @ cos b, 2asin ¢ cos O, 2a sin )
kde ¢ € (0,7/2) a6 € (0,7/2). Z omezeni na valec dostaneme nerovnost
(a — 2a cos p cos 9)2 + 4a* sin® p cos? § < a?,

coz je po zjednoduseni
(cosf — cos ) cosf < 0.

Jelikoz pro 6 € (0,7/2) je cosf > 0 a kosinus je klesajici funkce na (0,7/2), dostaneme z
posledni nerovnosti jednoduché omezeni ¢ < 6. Tudiz

SsNR3 = {(2acosg00089,2asinwcos€,2asin9) ‘ D<p<b< g}

Jednoduse spocitame, ze

d
0P, = (—2asin @ cos b, 2a cos p cos b, 0)
dp
a
0D, . . _
50 (—2a cos psin 6, —2asin g sin 6, 2a cos b) .
Odtud 9 90
a tudiz

/2 0 /2
A(S,NRY) :/ / 4a2C089d4pd9:4a2/ 6 cos 0 df = 2a*(m — 2).
0 0 0

Celkem tedy pro povrch Vivianiho télesa dostavame

A(S) =4A (S, NRY) +4A4 (S, NRY) = 8ma®.
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Plosny integral 2. druhu je integral vektorového pole pies plochu, ktery se zavadi jako in-
tegral normalové komponenty pole pres plochu S, tj. vztahem

/5 F-dS = /S (F,n)ds, (83)

kde n = n(x,y, 2) je jednotkovy normélovy vektor k plose S v bodé (x,y, z) € S. Pouzijeme-li
vztah (78), dojdeme k nasledujici definici plosného integralu 2. druhu. O funkci F : S — R3,
kde S = S; U---U S} je parametrizovana po ¢astech C'! plocha z Definice 6.19, fekneme, Ze je
integrabilni na S, pokud skalarni sou¢in (F o ®;,9,®; x 8,®;) € L(S);) pro kazdé i € k.

Definice 6.30: Bud S = S; U --- U S}, parametrizované po ¢astech C'! plocha, kde mnoziny
S1, ... Sk jsou jako v Definici 6.19. Necht F' : S — R? je integrabilni vektorové funkce na S.
Potom definujeme plosny integral funkce F' pres plochu S 2. druhu vztahy:

k
/F-dS:—Z/ F-dS,
s i=1 VS

d, P,
/F-dS::/ (Fo©i,@xaz)dudv (84)
S; Q; au aU

Integraly v (84) zavisi na parametrizacich ®; z definice parametrizované plochy .S. Jedno-
duchou modifikaci dtikazu Véty 6.25 dokazeme nasledujici tvrzeni.

Véta 6.31: Necht S = ®(()) je parametrizovana C' plocha v R?, kde ® : ) — R? je regularni
C'! parametrizace na neprazdné oblasti  C R?. Necht je ddle A C R? neprazdna oblast a

¢ : A — Q difeomorfismus. Potom pro ¥ := & o ¢ a libovolné integrabilni vektorové pole
F : S — R3 plati:

od 09 ov oV
[)(Fo@,%x%)dudv—w/[x(Fo\IJ,Exa)dsdt,

kde w := sgndet D¢ (z predpokladt plyne, Ze bud det D¢ > 0, nebo det DE < 0 na celém A).

kde

pro kazdé i € k.

Diikaz. Postupuje se podobné jako v dikazu Véty 6.25. Detaily jsou pfenechany ¢tenari. [

V pfedchozi vété bychom mohli fict, Ze plosny integral 2. druhu nezavisi na reparametrizaci
realizované difeomorfismem & zachovavajicim orientaci plochy S, tj. takové, ze det D > Ona A.
Naopak plosny integral 2. druhu zméni znaménko, pokud £ méni orientaci S, tj. det D& < Ona A
(napf. prohozeni parametr u a v).

Samotny pojem orientace plochy jsme dosud nezavedli. V pfipadé kiivky je volba orientace
volbou ,kladného“ sméru na kfivce. V piipadé plochy je volba orientace oznaceni ,kladné®
strany plochy. V R? se orientace na ploge S zadavé volbou spojitého normélového pole, tj. za-
danim spojitého zobrazeni n : S — R3, které kazdému bodu plochy S ptitadi jednotkovy
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normalovy vektor k plose S v tomto bodé (ze dvou moznych). ,Kladnad® strana S potom ozna-
¢uje stranu, ze které normalovy vektor vychazi. Spojitost zobrazeni n je zde zasadni pozadavek.
Zaruluje, Ze se normalovy vektor n(z, y, z) méni spojité s bodem (z, y, z) pohybujicim se spo-
jité po plose S (nahle se nepieklopi). Specialné pohybuje-li se bod po uzaviené kiivce na S,
musi normalovy vektor v poc¢ate¢nim bodé kiivky prejit spojité v normalovy vektor v konco-
vém bodé.

Je dulezité poznamenat, Ze spojité normalové (jednotkové) pole nemusi na S vibec exis-
tovat. O takové plose fikame, Ze neni orientovatelna. Klasickym prikladem takové neoriento-
vatelné plochy je Mobiiiv list, ktery lze zkonstruovat tak, ze ustfihneme delsi prouzek papiru,
jeden konec oto¢ime o 180 stupnu a konce slepime, viz Obr. 22. Zvolime-li na stfedové kruz-
nici v jednom bodé jednotkovy normalovy vektor a projdeme kruznici jednou dokola do téhoz
bodu, norméalovy vektor se zméni na opacny, méni-li se pfi prochazeni kfivkou spojité. Tedy na
Mobiové listu nelze zadat spojité normalové pole. Intuitivné chapeme, Ze nelze rozlisit strany
Mobiova listu (jako kladnou a zapornou), protoze Mobitv list ma jen jednu stranu.

Obrézek 22: Mobiuv list.

Vsimnéte si, Ze v integralu (83), ktery byl motivaci pro definici (84), jsme provedli konkrétni
volbu normalového vektoru n urc¢eného parametrizaci plochy, ackoliv jsme méli v kazdém bodé
dvé moznosti. Jinymi slovy v definici (84) jsme specifikovali orientaci na kazdé ¢asti S9° plo-
chy S volbou parametrizace ®,. Neni-li plocha S zadana konkrétni parametrizaci, je tfeba pro
vypocet plosného integralu 2. druhu orientaci na S zadat specifikaci normalového pole na .S,
viz nasledujici priklad.

Priklad 6.32: Spocitame plosny integral 2. druhu funkce F'(z,y, z) := (22, yz,y) pres plast
kuzele
S={(z,y,2) eR’ | 2> +y* =2 AN 0<2<1}
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s orientaci urc¢enou normalovym vektorem, jehoz smér mifi dovnit kuzele.
Plochu S mtizeme napf. parametrizovat zobrazenim

O(r,0) := (rcos,rsinf,r),
kde r € (0,1) a# € (—m,7]. Jeden normalovy vektor v bodé ®(r, #) plochy S je

oe 09

— X — = (cosf,sinf,1) x (—rsinf,rcosd,0) = (—rcos, —rsind,r).

or 00

Tento vektor mifi dovnitt kuzelu pro kazdé r € (0,1) a# € (—m, 7], coz je vidét napt. z toho, ze
jeho 3. slozka (z = r) je kladna. Zvolena parametrizace ¢ tedy zadava na S orientaci ze zadani
ulohy. Dostavame proto

ol ob 0P
/SF-dS_/W/O (F(@(r,&)),ax%)drde

T 1
:/ / ((r*cos®0,r*sin @, rsind), (—rcosd, —rsind,r)) drdd
—Tr 0
T 1
= / / (—r3 cos®  — r2sin? 6 + r? sin 9) drdf = —Z,
—Tr 0

kde hodnotu —7/4 posledniho integralu najdeme snadno po kratkém vypoctu.

Rozhodnout, zda je dana plocha orientovatelna je obecné obtizny problém. My se touto otaz-
kou vice nebudeme zabyvat. Poznamenejme, zZe ¢asty zpisob zadani orientace na orientovatelné
plose, ktera je hranici kompaktni mnoZziny R C R3, je volbou tzv. vnéjsi normaly k R, tedy spo-
jitym polem normalovych vektorti mificich mimo mnozinu R, viz popis pfed Vétou 6.34.
Poznamka: Predstavuje-li vektorové pole F' néjakou substanci v prostoru, napi. F' je rych-
lostni pole molekul tekutiny, je fyzikalni vyznam integralu [ (F,n)dS celkovy tok substance
plochou S z jeji negativni strany do pozitivni strany. Je proto pfirozené, Ze tato veli¢ina neni
zavisla na parametrizaci S zachovavajici orientaci a méni pouze znaménko pfi zméné orien-
tace. V tomto kontextu nema definice plosného integralu 2. druhu pro neorientovatelné plochy
dobry smysl, a proto ji néktefi autofi ani nedefinuji.

6.5 Gaussova véta

Nasim cilem je dokazat vétu, ktera je 3-dimenzionalni analogii Greenovy véty. Pred tim si ale
jesté struéné shrneme tfi pouzivané derivace vektorové analyzy.

Pripomenme, ze gradient diferencovatelné funkce f : 2 C R" — R, kde (2 je oteviena
mnozina, je vektorova funkce

gradeVf:(a—f af).

oxy’  Ox,
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Oznacime-li si formalné usporadanou n-tici

0 0
v ().

muzeme V kombinovat se skalarnim a vektorovym soucinem (pro n = 3) a definovat dalsi
dvé derivace vektorovych poli F' : Q C R" — R" tiidy C'. Divergence vektorové funkce
F € C'(Q) je skalarni funkce na  definovana vztahem

diszv-F::@+-~-+aF",
0y oz,

jejiz geometricky vyznam (nezavisejici na soutradnicich) vyplyne pozdéji z Gaussovy véty. Na-
konec jesté v ptipadé, ze n = 3, definujeme rotaci vektorové funkce F' € C''(€2) jako vektorovou
funkci

Ory  Oxs Ors Oxy 01 Oo
jejiz geometricky vyznam vyjasni az Stokesova véta.

Shrneme nékolik uzite¢nych identit pro gradient, divergenci a rotaci. Budeme pouzivat zna-
¢eni div arot pro divergenci a rotaci, protoze identity jsou v této formé lépe Citelné, a grad pro
gradient, abychom ztstali konzistentni.

Véta 6.33: Necht f,g: Q — RaF,G : Q — R"jsou ttidy C' na oteviené mnoziné 2 C R™.
Potom plati:

rOtFEV X F = (8F3 8F2 aFl aFS aFZ 8F1)7

1)  grad(fg) = feradg + ggrad f,
2) grad(F,G)=(F-V)G+ F xrotG+ (G-V)F + G X rotF, (n = 3),
3) rot(fF) = frot F + (grad f) x F, (n=3),
4) 10t(F x G)=(G-V)F+ (divG)F — (F - V)G — (divF)G, (n = 3),
5) div(fF) = fdivF + (grad f, F),
6) div(F x G) = (G,rotF) — (F,rotG), (n = 3),
kde
" 0G
F- = Fi—.
Diikaz. Ovéfeni identit je pfenechano ¢tenafi jako Cviceni 6.7. O

Dvojici z operaci grad, div a rot lze nakombinovat péti riznymi zptsoby:
rotgrad f, divrotF, divgradf, graddivF, rotrotF,
kde f a F jsou tiidy C?. Prvni dvé kombinace jsou identicky nulové, tj.

rotgradf =0 a divrotF =0
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pro kazdé f € C%(Q) a F € C?(Q), viz Cviceni 6.8. Tteti vyraz, ktery ma smysl pro libovolné
n € N, je tzv. Laplacian funkce f:

_ w2 : —~ 0°f
Af=Vf .= dlvgradfzzw.
i=1 "t

Laplacian hraje podstatnou tlohu v teorii harmonickych funkci a v matematické fyzice. Po-
sledni dvé kombinace nejsou tak vyznamné, ale dohromady davaji tzv. vektorovy Laplacian
funkce F"

V2F := graddivF — rotrot F = (AFy, AFy, AF),

kde F' € C?%(). Ovéieni posledni rovnosti je pfenechano ¢tenati jako Cviceni 6.9.

Pripomenme, Ze Greenova véta 6.15 davala do rovnosti integral pfes kompaktni mnozinu
v R? na jedné strané a kiivkovy integral 2. druhu pies hranici mnoZiny na strané druhé. Podobné
Gaussova véta srovnava (objemovy) integral pfes kompaktni mnoZinu R C R? s plosnym inte-
gralem 2. druhu pfes jeji hranici. Budeme predpokladat, ze OR je parametrizovana po ¢astech
C! plocha z Definice 6.19. O OR pak fekneme, Ze je orientovani normalovym polem n danym
vnéjsi jednotkovou normalou k R, pokud existuje normalové pole n na OR = S; U --- U Si
spojité na SP9% pro kazdé i € k a takové, ze pro kazdé i € k a kazdé z € SPOF je n(x) jed-
notkovy normalovy vektor k 5;, ktery mifi vné R, tj. pro vSechna € > 0 dostatecné mala je
x+en(z) ¢ R.

Gaussova véta je téz znama jako Gaussova—Ostrogradského véta nebo Divergencni véta. Z
tradi¢nich divodti ozna¢ime Lebesgueovu miru na R? pismenem V' (Volume = objem), tj. v
Gaussové vété piseme dV misto dm?.

Véta 6.34 (Gauss): Necht R C R? je kompaktni mnoZina, jejiz hranice OR je parametrizované

vevs

Déle necht F' : Q C R?® — R3 je tiidy C'! na oteviené nadmnoziné 2 O R. Potom plati:

/ (F,n)dS:/dideV.
OR R

Diikaz. Podobné jako v pripadé Greenovy véty dokazeme Gaussovu vétu jen pro specialni pii-
pad mnozin R, které jsou sjednocenim kone¢né mnoha jednoduchych mnozin. I tento specialni
pfipad je v mnoha aplikacich zcela dostacujici. Diikaz obecného tvrzeni, ktery vyuziva tech-
nicky prostredek, tzv. rozklad jednicky, najde ctenaft v dodatcich.

1) Predpokladejme nejprve, Ze R je jednoducha, tj.

R = {(l’,y, Z) | ({L‘,y) € Wl A (,01(1‘,y) <z< 902(1‘7?/)} (85)
={(z,y,2) | (x,2) € Wy A p3(z,2) <y < @4z, 2)}
= {(x,y, Z) ’ (y,z) € W3 A 905<ya Z) S z S (106(:%2)}7

kde Wi, Wy, W5 C R? jsou kompaktni mnoziny a funkce ¢;, i € 6, jsou tfidy C' na vnitiku
odpovidajici mnoziny Wy, W5, nebo W3. Zapiseme-li vektorové pole F' = Fie; + Fhes + Fies,
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kde {e1, ez, e3} je standardni baze R?, je jasné, e Gaussovu vétu staci dokézat pro jednotlivé
komponenty:

F F: F:
/ Flnl dS = / _a 1dV / F2n2 dsS = / de a / F3n3 ds = / %dv
OR OR OR

Dokazeme pouze posledni rovnost a k tomu pouzijeme vyjadreni (85), podle kterého je R mno-
zina mezi plochami, které jsou grafy funkci ¢ a 5. Zbylé dvé rovnosti se dokazi analogicky
za pouziti zbylych dvou vyjadieni jednoduché mnoziny R.

Z vyjadreni (85) vyplyva, Ze hranice OR je plocha slozena ze tii Casti:

Sy = {(l’,y, gﬁl(l’,y))
Sy 1= {(l’,y, 902('1.73/))

(z,y) € W1}, (,dno®)

|
| (z,y) € Wi}, (,vrsek®)

S3 = {A(xayagpl(x?y)) + (1 - /\)(I}?J,QOQ(Z‘,?J)) | Ae [07 1] A (x,y) € awl}’ (,,pléét’“).

Plocha S5 je sjednoceni vertikalnich usecek spojujicich body (z,y, ¢1(z,v)) a (z,y, p2(z,v)),
kde (x, y) prochazi hranici ;. Normalovy vektor n k plose S; je vodorovny, tj. n3 = 0, a proto
plocha S5 do plodného integralu [, . Fyng dS nepfispiva. Tedy

/ angds = FgﬂgdS‘i‘/ angds.
OR S1 S2

Normalovy vektor k plose Sy, ktery jesté nemusi byt normalizovany (oznaceno vinkou), je

i (1,0,222) « (0,1,222) = (P2 922y
Ox dy ox dy
a mifi ven z R. Jeho orientace tedy souhlasi se zadanou orientaci na dR. Proto
/ F3nzdS = / B3 (2,9, p2(7,y)) dedy.
SQ Wl
Podobné zjistime, Ze
/ angdS: _/ F3 ($797@1($>y))d$dy
Sl Wl
Znaménko — je dusledkem toho, Ze normalovy vektor 7 = (—0,¢1, —0,¢1, 1) mifiz S; dovnitf

mnoziny R, a proto je vnéjsi normalou k S; vektor opacny, tj. —n.
Celkem tedy mame

/ FynydS = F3 (z,y, p2(z,y)) dody —/ Fs(z,y,p1(z,y)) dedy
OR Wi

(z,y) F
/ / 8 3 (r,y,2 )dzdxdy—/ bdv
Wi J 1 (z,y)
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kde jsme v posledni rovnosti pouzili Fubiniho vétu.

2) Platnost Gaussovy véty miZzeme nyni roz$ifit na mnoziny R, které lze rozlozit na sjedno-
ceni konecného poctu jednoduchych mnozin R, ... Ry, které jsou bud disjunktni, nebo maji
spole¢nou c¢ast hranice. Zfejmé

k
/ dideV:Z / div FdV.
R i=1 Y i
Také

AR(F, n)dS = é/@R(F n)ds,

nebot integraly pres ty Casti hranic OR;, které nejsou casti R, jsou v sumé vzdy dva s opac-
nou vnéjsi normalou n, a proto se vzajemné odectou. Argument je analogicky jako v dukazu
Greenovy véty 6.15. [

S pomoci Gaussovy véty muzeme interpretovat geometricky vyznam divergence vektoro-
vého pole ttidy C. Nejprve si viimnéte, 7e je-li u spojita funkce na néjakém okoli bodu a € R™,
potom pramérna hodnota funkce u na kouli B, (r) konverguje k u(a) pro r — 0+, tj.

) 1
u(a) = Tl_l)%:_ RG] /BG(T) u(z)dz,

1
= m(B.() /Bam [u(@) —u@)lde < sup u(a) —u()]

z€B;-(a)

1
u(a) — RG] /Ba(r) u(z)dx

kde prava strana jde k nule s » — 0+ diky spojitosti funkce u v a. Aplikujeme-li toto pozorovani
na funkci div F, kde F' je vektorové pole t¥idy C'! na néjaké kouli B, (), dostaneme

divF(a) = lim 5 div F dV,
r—04 477'7’3 Ba(r)

protoze m(B,(r)) = 4mr®/3 v R?. Potom z Gaussovy véty vyplyva vztah

. . 3
divF(a) = Tl_l)r(l)l_i_ pp— /SG(T)(F, n)ds, (86)

kde S, (r) := 0B,(r) a n jednotkovy vnéjsi normalovy vektor ke sféte S, (r).

Integral napravo v (86) predstavuje tok pole F' sférou S,(r) zevnitt (z B,(r)) smérem ven
(do dopliiku B, (r)). Reprezentuje-li F' tok néjaké tekutiny v prostoru, integral napravo v (86)
pfedstavuje mnozstvi tekutiny, které vytece z B,(r), minus mnozstvi tekutiny, ktera do B,(r)
vtéka (za jednotku ¢asu). Tedy pokud div F'(a) > 0, znamena to, zZe pole z okoli a odtéka (napf.
v bodé a je néjaky zdroj, pFitok, atp.), kdezto pokud div F'(a) < 0 pole do okoli a vtéka (napk. v
bodé a je vypust). Tento jev je oviem jemny, nebot integral v (86) je tfeba vydélit 73, aby byl v
limité » — 0+ nenulovy. Kazdopadné vztah (86) ukazuje, Ze divergence je geometricka veli¢ina
nezavisla na volbé souradnic.

Z mnoha uziteénych dusledkdt Gaussovy uvedme alespon tzv. Greenovy identity.
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Dusledek 6.35 (Greenovy identity): Necht R C R? spliiuje predpoklady Gaussovy véty 6.34
af,g:QCR3— Rjsou tiidy C? na oteviené mnoziné Q2 O R, potom plati:

£ (Vg.n)ds = / [FAg + (Vf, Vo)l dV
OR R

| (99 = gvrmas = [ (7ag-gapav
OR R
Diikaz. Z identity 5) z Véty 6.33 plyne, ze
div(fVyg) = fdivVg+ (V[,Vg) = fAg+ (V[,Vg),

a proto prvni Greenovu identitu dostaneme aplikaci Gaussovy véty na F' := fVg. Tato iden-
tita plati také, prohodime-li f a g. Odectenim obou variant prvni identity dostaneme druhou
Greenovu identitu. O

Poznamka: Skaldrni souéin (V f, n) pfedstavuje smérovou derivaci f v normalovém sméru n,
viz Véta 3.10, a proto se nazyva vnéjsi normalova derivace f.

6.6 Stokesova véta

Dokazeme si jesté jednu integralni vétu, ktera je zobecnénim Greenovy véty 6.15 v tom smyslu,
%e rovinnou oblast v R? nahrazuje zakiivenou plochou v R?. Nejprve si vymezime plochy, pro
které Stokesovu vétu zformulujeme. Ttida uvazovanych ploch neni nejobecnéjsi mozna, ale pro
potteby vétsiny aplikaci je dostacujici. Obvykly dikaz Stokesovy véty, ktera platii pro obecnéjsi
tfidu ploch nez vymezuje Definice 6.19, vyuziva adaptace metody zalozené na rozkladu jednicky
popsané v dodatcich.

Predpokladejme, 7e S = S; U - - - U Sy, je parametrizovana po ¢astech C'! plocha takova, Ze
hranice kazdé ¢asti S; v topologii S, ozn. 9S;, je po ¢astech C'! ve stejném smyslu jako v Gre-
enové vété 6.15 (tj. je koneéné sjednoceni stop po ¢astech C! Jordanovych kiivek). Budeme
stru¢né psat 05; a 95 := 051 U - - - U 05y, kde nezdiraziuje, Ze hranice jsou uvazovany v to-
pologii S, coz musime mit na paméti (uvédomte si, Ze plocha S ma prazdny vnitfek v topologii
R3, tudiz v topologii R? je S C 9.9).

Déle predpokladejme, Ze kazda ¢ast .S; je orientovatelna s orientaci ur¢enou danym spojitym
polem n jednotkovych normalovych vektori. Tato orientace na \S; indukuje tzv. kompatibilni
orientaci na 9.5; ve smyslu analogickém jako u Greenovy véty. Re¢eno neformalné to znamena,
ze pokud kracite podél 95; v pozitivnim sméru, mate kladnou stranu plochy 5, tj. stranu S;,
z niz vektor n vychazi, stale po levé ruce. Pfesnéji to lze vyjadrit tak, Ze tecny vektor 7" k 0.5;
v bodé = € S; je v souladu s orientaci na 95; (,mifi kladnym smérem®), pokud vektor n x T’
v bodé = miri do S;, coz znamen4, e polokoule B,(¢) N {y € R? | (n x T,y — x) > 0} ma
neprazdny prinik s S; pro kazdé € > 0, viz Obr. 23.
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Obrazek 23: Orientovana plocha (¢erné sipky) a kompatibilni orientace na hrani¢nich kfivkach
(Cervené sipky).

Véta 6.36 (Stokes): Necht S a 95 splituji predpoklady popsané vyse a F' : Q C R? — R? je
tiidy C! na oteviené mnoziné 2 O S. Potom plati:

/ F-ds:/(rotF,n)dS.
as s

Diikaz. Podobné jako dukazy Vét 6.15 a 6.34 i dikaz Stokesovy véty provedeme za jistych do-
datecnych predpokladd, a tedy si ukazeme odvozeni jen jistého specialnéjsiho tvrzeni. Tento
vysledek miizeme totiZ pomérné jednoduse odvodit z Greenovy véty 6.15, musime ovSem za-
jistit splnéni jejich predpokladi.

Necht S°° = ®((2), kde parametrizace ® je C? funkce na oblasti 2 C R? a Q2 je kompaktni
mnozina. Navic predpokladejme, ze ® lze dodefinovat na néjakou otevienou nadmnozinu
jako zobrazeni tiidy C? a ®(92) = 0S. Bez ijmy na obecnosti miizeme piedpokladat, 7e para-
metrizace ¢ urcuje na S zadanou orientaci. V opacném pripadé bychom prohodili parametry,
tzn. reparametrizovali plochu S tak, Ze bychom ® nahradili ® o &, kde &(u,v) = (v,u). Idea
dukazu je nyni pouzit parametrizaci ¢ k pfevedeni integrace ptes S a 0S na integrace pfes {2 a
0N a aplikovat Greenovu vétu.

Vsimnéte si, Ze napiSeme-li F' = Fie; + Fhey + Fses, kde (eq, €9, €3) je standardni baze R3,
staci Stokesovu vétu dokazat zvlast pro kazdé pole Fie;, kde i € 3, a seétenim jednotlivych
rovnosti dostaneme vyslednou identitu pro F'. Odvozeni je analogické pro vsechny tii pripady,
a proto budeme dale uvazovat jen ptfipad F' = Fie; = (F},0,0), pro ktery ma Stokesova véta

tvar OF OF
/ Fieq -ds = / (—162 — —163,n> ds.
as s\ 0z dy
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PouzZijeme-li parametrizaci (x, y, z) = ®(u, v) plochy S, dostaneme pro pravou stranu

0F; 0F, B 0F; 0F, od 0o
/(— g—a—yeg, )dS—/ﬂ(aZ (P(u,v)) es 3y (P(u,v))es, — 9 (%) dudv

0z
By LT i o

o
o (@l o) G
Oznacime-li ¢ : [ — 0f) parametrizaci k¥ivky 02, najdeme pro levou stranu

[ Feds= [ R [Gra+ Gron|d= [ Ao (G 50)-a.

V poslednim integralu aplikujeme Greenovu vétu a dostaneme

oxr Ox 0 ox 0 ox
/BQFl O@(U,'U) (%,%)ds _/ |:8u (Fl od av) 81} <F10®8u):| dudw. (88)

Derivujeme-li vyrazy v integrandu posledniho integralu jako soucin, dva s¢itance obsahujici
smisené derivace 9%z /dudv = 0*x/Ovdu se odettou, a proto

0 Ox 0 Ox _0(F10<1))8:U O(Fy0®)0x
ou (Fl ° ¢ 81}) o <F1 ° ¢ ﬁu) ou v v ou
Dale aplikaci fetézového pravidla zjistime, Ze se prava strana rovna

{8F1 ox O0F, 0y OF 82} ox [8F1 ox O0F, 0y OF, 82] ox

ox 8u+ oy 8u+ 0z du| v | ox OUJF dy 8v+ 0z Ov | du
_OF |0(z, )| OF1 |O(x,y)
0z |0(u,v) oy |0(u,v)|

(VSechny parcilni derivace Fj jsou vyhodnoceny v bodé ®(u,v), nepiSeme to pro usporu
mista.) Zjistujeme tedy, ze se integraly (87) a (88) rovnaji, coz jsme chtéli dokazat.

Dale opét analogicky jako v ditkkazech Greenovy a Gaussovy véty, miizeme rozsirit platnost
Stokesovy véty na plochy S, které 1ze rozlozit na kone¢né mnoho ¢asti parametrizovatelnych
vys$e popsanym zpusobem. Dukaz Stokesovy véty pro obecnéjsi tfidu ploch vyuziva techniku
rozkladu jednicky. [

Je uzite¢né si uvédomit, Ze jedna uzaviena kiivka v R? je hranici nekone¢né mnoha ploch
v R3. Napt. jednotkova kruznice C' = {(z,y,2) | 2> + y* = 1 A z = 0} je hranici napi.
jednotkového kruhu S; = {(z,v,2) | 2 + y* < 1 A z = 0}, hemisféry Sy = {(z,y, 2)
2?2 +y? 4+ 22 = 1 A 2z > 0}, &asti paraboloidu S5 = {(z,y,2) | z=1—-22 —¢y* < 1Az > 0},
atd. Podle Stokesovy véty 6.36 plati rovnost

/F-ds:/rotF-dS
C S

pro jakoukoliv orientovatelnou plochu S ohrani¢enou kiivkou C' a pole F' tiidy C* za pied-
pokladu, Ze orientace na S a C' jsou kompatibilni. To lze v nékterych pfipadech vyuzivat ke
zjednoduseni vypoctd, jak ilustruje nasledujici priklad.
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Priklad 6.37: Uvazujme ¢ast paraboloidu S = {(z,y,2) | 2 = 1 —2? —¢y> < 1Az > 0}
orientovaného normalou n mifici vné S (tj. n3 > 0) a vektorové pole

F(z,y,z) = (6" + "™, In(2 4+ y + z) + 2”7, 3ayz) .

Spocitame integral [, (rot F,n)dS.
Pfimy vypocet integralu by byl komplikovany. Podle Stokesovy véty je

/(rotF,n)dS:/F-ds,
S c

kde C' je jednotkova kruznice v roviné xy, coz problém prilis nezjednodusi. VSimneme-li si ale,
ze 3. slozka rot F' je nulové, miizeme uvazovat jednotkovy kruh D = {(z,y,0) | 2% + y* < 1},
jehoz hranici je také C' a navic jednotkovy normalovy vektor k D jen = (0,0, 1) v kazdém bodé
D. Potom totiz (rot F,n) = 0 a aplikujeme-li Stokesovu vétu jesté jednou, zjistime okam?zité,

ze
/(rotF,n)dS:/F-ds:/ (rot F,n)dS = 0.
S c D

Podobné jako Gaussova véta umoznuje porozumét vyznamu divergence, Stokesova véta na-
bizi interpretaci rotace a navic jeji geometrickou charakterizaci nezavislou na volbé souradnic.
Bud F' vektorové pole ttidy C' na okoli bodu a € R?. Komponentu pole rot F' uréeného zvo-
lenym jednotkovym vektorem n v R3, tj. (rot F, n), miizeme vyjadiit nasledovné. Bud D, (r)
kruh se sttedem v a o poloméru r > 0 v prostoru R? orientovan tak, %e n je jeho normalovy
vektor, tj. kruh D, (7) je kolmy na n. Snadno se ovéfi, ze

) 1
(rot F'(a),n) = 7“1_1%5r —3 - (rot F,n)dS,
tedy pramér (rot F, n) na kruhu D, (r) konverguje k hodnoté (rot F, n) v bodé a pro r — 0+.
Aplikaci Stokesovy véty zjistime, Ze

(rot F'(a),n) = rl_i>r(])n+ # -~ F - ds, (89)
kde C,(r) je kruznice se sttedem v a a polomérem 7 v roviné s norméalou n orientovana proti
sméru hodinovych rucic¢ek vidéno z poloprostoru, do néhoz vektor n mifi (nakreslete si obra-
zek).

Vztah (89) urcuje vektor rot F'(a) nezavisle na soufadnicich. Budeme-li F' interpretovat jako
silové pole, predstavuje kiivkovy integral v limité (89) celkovou praci, kterou pole F' vykona,
aby ¢astice obéhla po kruznici C, (r). Tedy ¢islo (rot F'(a), n) vyjadiuje tendenci silového pole F
pusobit na Castici, tak Ze rotuje kolem a v roviné s normalovym vektorem n proti sméru hodino-
vych rucicek, pokud (rot F'(a),n) > 0, a po sméru hodinovych ruéicek, pokud (rot F'(a),n) < 0
(vidéno opét z poloprostoru, do néhoz z a miii vektor n). Je-li rot F'(a) = 0, nenuti pole ¢astici
v okoli bodu «a rotovat. Proto se pole F' nazyva nevirové (irrotational) v €2, je-li rot F' = 0 na €.

6.7 Konzervativni pole a Poincarého lemma*

~Neprednasi se ... snad nékdy v budoucnu dopisu.®

345



6.8 Cviceni

Cviceni 6.1: Dokazte, ze délku elipsy ¢ urcené rovnici

IQ y2
PER

s poloosami a > b > 0 lze pomoci uplného eliptického integralu 2. druhu (77), vyjadrit ve tvaru
U(¢) = 4aE(k),

kde

je tzv. excentricita elipsy.
Cviceni 6.2: Spocitejte

/ (—2*y, zy?) - ds,
oS

kde S je mezikruzi 1 < 22 + y? < 4, dvéma zptsoby: z definice a pomoci Greenovy véty.

Cviceni 6.3: Najdéte pozitivné orientovanou Jordanovu kfivku ¢ tak, aby hodnota integralu

/(Sx — 2% 9*) - ds
¢

byla maximalni.

Cviceni 6.4: Pomoci Greenovy véty spocitejte plochu pod jednim obloukem cykloidy, viz Pii-
klad 6.4.

Cviceni 6.5 (Pappova véta): Dokazte, ze obsah plochy S, ktera vznikne rotaci jednoduché po
¢astech C'! rovinné kiivky kolem ptimky leZici v roviné této ktivky a neprotinajici jeji stopu,
splinuje vztah

A(S) = 2rtd,

v vy

Cviceni 6.6: Urcete obsah:

a) useku elipsoidu

xQ y2 22
¥+b_2+§:1 AOShlézﬁhaéc},

S = {(:U,y,z) eR?

b) useku jednodilného hyperboloidu

S = {(x,y,z) € R?




c) useku dvoudilného hyperboloidu

2 2 2
s V4

S | Acghlgzsm}.
a

S = {(m,y,z) e R3 R

Cviceni 6.7: Dokazte identity z Véty 6.33.

Cviéeni 6.8: Ovéite, 7e pro libovolné f : Q — Ra F': Q — R3 tfidy C? na oteviené mnoZiné
Q C R? plati:
rotgradf =0 a divrotF = 0.

Cviceni 6.9: Dokazte, ze pro vektorovou funkci F' : (2 — R3 ttidy C? na oteviené mnoZziné
Q C R? plati:
graddiv F' — rotrot F' = (AFy, AF,, AF3).

Cvi¢eni 6.10: Necht R C R? je kompaktni mnoZina, jejiz hranice OR je parametrizovana po
¢astech C'! plocha orientovana vnéjsi jednotkovou normélou n. Dokazte, Ze pro objem R plati:

m(R) = %AR(F, n)ds,

kde F(z,y,z) = (x,y, z). Existuje i jiné pole F, pro které to plati?

Cviéeni 6.11: Necht R C R3 je jako v piedeslém cviceni a f a g funkce tfidy C*. Ukaite, Ze
plati nasledujici varianta integrace per partes v R3:

/f@dV: fgnldS—/gng,
R al‘ OR R 01}

kde n; je prvni komponenta norméalového vektoru n = (ny, ny, n3). Samoztejmé plati i analo-
gické varianty vzorce s parcialnimi derivacemi podle y a 2.
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7 Dodatky

7.1 Gama a Beta funkce

Walter Rudin za¢ina svou knihu [23] tvrzenim, Ze funkce z — exp(z) je nejdulezitéjsi funkce
v matematice. Podobné by se dalo tvrdit, Ze Gama funkce z — I'(z) je nejdalezitéjsi funkce
z tzv. vy$sich transcendentnich funkei [9]. Jak funkce Gama, tak i s ni Gzce souvisejici funkce
Beta, jsou funkce definované jako parametrické integraly - tzv. Eulerovy integraly.

Definice 7.1 (Gama a Beta funkce): Funkci definovanou vztahem
[(z):= / t*letdt (90)
0

pro z € C, Re z > 0 nazyvame Gama funkce. Dale funkci

B(u,v) = /Olt“—l(l — ) tdt (91)

definovanou pro u,v € C, Reu > 0 a Rev > 0 nazyvame Beta funkce.

Pozadavek, aby argumenty z, u, v z definice Gama a Beta funkce mély pozitivni realné ¢asti,
zaruCuje integrabilitu funkci v integralech (90) a (91) na pfislusnych intervalech. Napft. v pfipadé
Gama funkce mame

’tz—le—t‘ — tRe z—le—t
a funkce vpravo mé kone¢ny integral na (0, 00), pravé kdyz Re z > 0. Pfesnéji tuto podminku
vyzaduje integrabilita funkce na pravé okoli nuly. Na okoli bodu oo je funkce integrabilni pro
kazdé z € C diky ¢lenu e~ (promyslete). Podobné dostaneme omezeni pro argumenty u a v
funkce Beta (ovérte).

Pro nase ucely bude stacit v dalsim vykladu uvazovat jen realné (tedy pozitivni) argumenty
funkci Gama a Beta. Vsimnéte si, ze pfimo z definic (90) a (91) plyne, ze ['(z) > 0 a B(x,y) > 0
pro kazdé =,y > 0. Nejprve shrneme zakladni identity.

Véta 7.2:
1. Pro kazdé x > 0 plati:

2. Pro kazdé x,y > 0 plati:

[(z)C(y)
B(x,y) =
3. Pro kazdé n € N plati:
I'(n+1)=n!
4. Pro kazdé n € Ny plati:
1 (2n)!
g <n+§) ~ 4l v

Specialné T'(1/2) = /7.
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Diitkaz. 1. Pro x > 0 dostaneme integraci per partes:
[(z+1)= /OO te”tdt = [—twe’t}go +x /OO t"le7tdt = 2I(x).
0 0
2. Budte z,y > 0.V integralu
I'(z+y) = /OO trtvle~tds
0
provedeme substituci t = (1 + r)s, kde r > 0 je fixni parametr, a dostaneme
D(x+y) = (1+7r)"" /OO §oHylem (s g,
0

Obé strany posledni rovnosti vynasobime r*~!/(1 + r)**¥ a integrujeme podle r od 0 do occ.
Tak dojdeme k rovnosti:

e¢} ra:—l [e%s} 00
['(x+ / ——dr = / rrl / s*HYlems s qs dr
(@ +y) o (I+r)rty 0 0

Integrand vpravo je kladna méritelna funkce, a proto mizeme podle Tonelliho véty zaménit
poradi integrace. Potom

oo Txfl [e'e) [e'e)
I'x + / —dr = / s”y_le_s/ r*te7mdr ds.
(@ +9) o (L+r)=ty 0 0

Jelikoz je vnitini integral
(e 9] [e.9]
/ r e Sdr = .s_x/ t"te~tdt = s7°T'(2),
0 0

mame
rx—1

I'(z+y) /Ooo (T—dr =I'(x) /Ooo sv" e %ds = I'(x)['(y).

L+ 7)oty

Nakonec vSimneme-li si, Ze

/°° re—1 dr—/oo ro O\t L vl qr
o (L4+r)tv " J 147 1+7r (1+7)2

dostaneme po substituci ¢ = r/(1 + r) rovnost

[e%e) ,ra;—l 1 )
——dr= [ " (1t 'dt=1B :
/0 e dr /0 (1 =) de (z,y)

Celkem tedy mame
I'(z +y)B(x,y) = T'(2)l(y),
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odkud plyne dokazovana identita.

3. Pfimym vypoctem z definice spocitame, ze I'(1) = 1. Potom rovnost I'(n + 1) = n! pro
n € N dostaneme matematickou indukei s vyuzitim jiz dokazaného 1. tvrzeni.

4. Podobné jako v bodu 3. sta¢i ukazat, ze I'(1/2) = /7. Zbytek je potom opét pfimy
dusledek identity z 1. tvrzeni (ovéfte). PoloZzime-li v identité z 2. tvrzeni x = y = 1/2, dostaneme

o ()] -5(3)- i

Provedeme-li v poslednim integralu substituci ¢ = sin® 6, zjistime, Ze

() - [e
a tudiz T(1/2) = /7. O

Poznamka: 1.Z 2. tvrzeni Véty 7.2 plyne symetrie B(z,y) = B(y, z) pro x,y > 0.
2. Diky vztahu I'(n + 1) = n! pro n € Ny lze pouzit Gama funkeci k definovani faktorialu ¢isla,
které neni pfirozené. Néktefi autofi skutecné pisou z! pro z > —1 ve smyslu z! := I'(z + 1).
Podle této logiky je potom napiiklad (—1/2)! = /7. My zde ale znaceni x! nebudeme pouzivat.
3. Vztah zI'(z) = T'(z + 1) lze pouzit k dodefinovani funkce Gama pro x < 0. Napf. je-li
x € (—1,0), polozime

I(z) = ['(x+ 1)’

x

nebot prava strana ma dobry smysl. Podobné mtzeme postupovat pro libovolné necelociselné
x < 0 a dostaneme funkci I" definovanou na mnoziné R \ (—Nj). Graf této funkce je na Ob-
razku 24.
4. Identity z 1. a 2. tvrzeni Véty 7.2 plati i pro komplexni argumenty x a y s kladnou realnou
lytickou funkci az na mnozinu C \ (—Np). Body mnoziny —Nj jsou tzv. jednoduché pély I
Podobné je funkce B analytickou funkci obou svych argumenti na (C \ (—Np))?2.

Priklad 7.3: Identity z Véty 7.2 lze s vyhodou pouzit pfi vypoctu integralt tvaru
/2
/ sin (6) cos™(6)d0.
0
Provedeme-li totiz v integralu (91) z definice funkce Beta substituci ¢ = sin? §, dostaneme

1 w/2
B(z,y) = / 1 =)t = 2/ sin®**~1(6) cos® 1 (6)d
0 0

pro libovolné x,y > 0. Odtud plyne, ze

/2 1 _[(a+1 g+1
in% ﬁ = — E—
/0 sin®(6) cos” (0)d6 2B( B )
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pro kazdé o, > —1. Pokud je tedy napt. « = 2m + 1 a § = 2n pro m,n € Ny, mame

/2 1 1 Fm+1)l(n+1/2)
< 2m+1 6 2n 9 d0 —_B 1 — =

[ st cosorin = 55 (mtn 5 ) = BT

— 92m+t1 m!(2n)!(m +n + 1)!

o n!(2m + 2n + 2)!

a podobné pro dalsi varianty parity exponenti v a 3 (jsou-li celociselné).

Dale dokazeme identitu znamou jako Euleruiv vzorec pro funkci I' (Euler reflection formula).
Klasické dukazy této rovnosti nejsou elementarni, vyuzivaji napt. Reziduovou vétu z teorie
komplexnich funkci nebo vyjadfeni Gama funkce ve tvaru nekone¢ného soucinu (Weierstras-
sova véta z teorie celych funkci). Jeden dukaz prostfedky realné analyzy nasSel R. Dedekind,
zak C. F. Gausse, ve své dizertacni praci, viz [7]. My si ukazeme diikaz, ktery vyuziva tzv.
Mittag-Lefflerova rozvoje funkce z + sin~'(7z) a ktery lze odvodit z Fourierovy fady funkce
f(x) = cos(ax) na (—m, 7), kde o € R.

Obvyklym postupem a s vyuzitim Véty 1.64 dokazeme, Ze

cos(ax) = Sinoiiﬁ) + Z(—l)"—i?;jnf(j;; cos(nx)

pro kazdé x € [—m, 7] a @ € R. Polozime-li z = 0 a z := «, dostaneme

1=

sz(jﬂ) + Z(—l)”—ji; n_(ii% =

z ¢ehoz plyne

™ 1 « 2z 1« 1 1
_ A 1) 92
sin(7z) z+nz:1( )z2—n2 z+;( ) (z—n+z—i—n)’ ©2)

kde z € R\ Z. Da se ukazat, ze rovnost (92) plati dokonce pro vsechna z € C \ Z.
Véta 7.4 (Euler): Pro kazdé = € (0, 1) plati:

T
Mx)(1—z)= .
(x)T(1 - ) sin(mz)
Diikaz. Ukazeme, Ze -
B(z,1—12)=——
(z,1-) sin(mx)

pro vsechna = € (0, 1). Tvrzeni pak plyne ihned z Véty 7.2.
Nejprve si upravime integralni vyjadreni funkce Beta. Pro z,y > 0 mame

1 0 r—1
B(z,y) = tl’—ll—ty—ldt:/ 4,
@)= [ -y s
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kde jsme provedli substituci t = s/(1 + s). Posledni integral napiseme jako souclet integralu
0od0do1aod1doocoave druhém integralu provedeme substituci s = 1/§ (vinku vzapéti
nebudeme psat). Tak dostaneme rovnost

1 S:pfl _}_Syfl
B = —d
@)= [ s

pro x,y > 0.
Odtud pro z € (0, 1) mame

1 Sazfl 1 s~ 1 o0 1 oo
B(z,1—12) = d ds = —1)rgntelg / —1)"s"*ds.
(, ) /o T s—l—/o 1+Ss /o§< s s+ 0;( s s

Dale prohodime poradi integrald a sum, coz je krok, ktery ospravedlnime na konci diikazu, a po
integraci dostaneme

B(z,1-z)=>

n=0

—1)" s —1)" 1 > 1 1
Ez—l—)x +;n:—1)—x25+2<_1)n (sc+n+:c—n)'

Nyni staci aplikovat vzorec (92).
K dokonceni ditkazu zbyva ospravedlnit zaménu

0o 1 1 oo
Z/ (—1)"sa+”d3:/ Z(—l)"s“”‘ds
n=0"0 0 p=0

pro libovolné o € (—1,0). K tomu sta¢i ospravedlnit zaménu integralu a limity v posledni
rovnosti upravy

00 1 1 n 1 1 1

1—(— n-+ ad
Z/ (_1)n3a+nd8 = lim Z(—l)k5a+kds = lim sa&ds :/ 548
n=0 "0 0

5
n—oo Jq o n—oo J 1—|—3 1—|—3

coz umoziuje Lebesgueova Véta 5.43, nebot pro kazdé s € (0,1) an € N je

1—(— n+1 e
G il IR S
1+s 1+s
a majoranta vpravo je integrabilni funkce na (0, 1) pro kazdé o > —1. []

Na zavér prozkoumame vybrané analytické vlastnosti funkce I' na (0, 00), viz téz graf na
Obrazku 24.

Véta 7.5: Funkce I je hladka a ryze konvexni na (0, co). Dale plati:

lim ['(z) = lim ['(z) = cc.

x—0+ T—00
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Diikaz. Nejprve ovétime, ze I' € C'°((0, 00)). Dukaz jen naznac¢ime, detaily jsou prenechany
¢tenii. Matematickou indukei ovéiime, ze pro kazdé n € Nje I' € C™((0,00)) a pro n-tou
derivaci I plati:

™ () :/ (Int)"t* e tdt
0

pro kazdé x > 0. Pro indukéni krok je tfeba ospravedlnit zaménu derivace podle x a inte-
gralu, kterou zajisti Véta 5.48. Pro jeji aplikaci je nezbytné najit pro libovolnou volbu inter-
valu (a,b) C (0, 00) integrabilni majorantu g € L((0,00), m) nezavislou na = a takovou, ze
|(Int)"t*te~t| < g(t) pro vsechna t € (0,00) a z € (a,b). K tomu si staéi uvédomit, ze

Int|"tete=t € L((0,1),m), je-lit € (0,1),
Int|"t*=te=t € L((1,00), m), je-lit € [1,00).

Gty < {

V inicia¢nim kroku n = 0 staci ovéfit spojitost [' na (0, 0o), ktera plyne z Véty 5.47.
Funkce I je ryze konvexni na (0, 00), protoze pro kazdé = > 0 je

I (x) = / (Int)*t"te~dt > 0,
0
nebot integrand je pozitivni funkce na (0, o).
Dale ze spojitosti I" a Véty 7.2 plyne, ze

xlir(r)gr 2l (z) = xlir(r)lJrF(x +1)=T(1)=1
Tedy funkce I" se na pravém okoli nuly chova stejné jako 1/x, specialné lim, o, I'(x) = .
Vsimnéte si, Ze pro kazdé z > ) mame

[(x) > /1 ety (93)

Pro libovolnou posloupnost bodt 1 < z,, < x,, takovou, Ze x, — oo je {t*te '} | ros-
touci posloupnost nezapornych integrabilnich funkei na (1, 00), a proto podle Véty 5.23 o mo-
noténni konvergenci je

o0 o0
lim t*nle7tdt = / oo dt = o0.
1

n—oo 1

TudiZ z nerovnosti (93) vyplyva, Ze také I'(x,) — oo a podle Heineho véty nakonec I'(z) — oo
pro z — oQ. []

Z Véty 7.5 vyplyva, ze I' ma na (0, c0) jedno globalni minimum. Tento bod minima zy > 0
je jediné feseni rovnice ['(z) = 0 na (0, 00), kterou neni mozné vyfiesit explicitné. Z Véty
o piirtstku plyne, ze ¢ € (1,2), protoze I'(1) = I'(2) = 1. Numericky lze minimum ptiblizné
lokalizovat: xy ~ 1,46163 a I'(zq) ~ 0, 8856, viz Obrazek 24.
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\___j (xo0) —e-

-10F

Obrazek 24: Graf funkce ' na R.

Poznamka: Mnohem presnéjsi informaci o chovani funkce I' pro x — oo dava tzv. Stirlingiv

D(x) = ﬁ (%) n+e,

kde £(x) — 0 pro z — oo (dokonce lim, ., ze(x) = 1/12). Protoze I'(n + 1) = n!, dostavame
specialné asymptoticky rozvoj pro faktorial:

ot = Var (2) 14+ e(0).

kde e(n) — 0 pro n — oo. Dukaz Stirlingova vzorce je nad ramec tohoto kurzu. Jeden mozny
zpusob odvozeni Stirlingova vzorce pouziva tzv. Laplaceovu metodu, viz [20].

Cviceni 7.1: Dokazte, Ze ) )
/ Inl'(z)dz = = In(27).
0 2
(Hint: Nejprve ovéite konvergence integralu s pomoci rovnosti lim, o, zI'(z) = 1. Potom
ukazte, Ze fol In(T'(2)['(1 —z))dz =2 fol InT'(z)dz a pouzijte Vétu 7.4.)
Cviceni 7.2: Pro x > 0 dokazte vzorec pro dvojnasobny argument:

(27) = j;lr(x)r (:v + %) .

(Hint: Nejprve dokazte, ze B(x,z) = 2!72*B(x,1/2), a potom aplikujte Vétu 7.2.)
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Cviceni 7.3: Dokazte, Ze

w/2 w/2 1 w/2 dx w/2 dx
\/sinxdx:/ Veosrdr=— a / :/ =7G@,
/0 0 G o Vsinzx 0 \/COsxT

ol ()

Cislo G = 0.8346268... je znamé jako Gaussova konstanta a je to transcendentni iracionalni
Cislo.

kde

7.2 Integrace ve sférickych souradnicich

XXX

7.3 Greenova a Gaussova véta

Cilem tohoto dodatku je ditkaz Greenovy a Gaussovy véty pro obecnéjsi tfidu mnozin nez ty, na
jaké jsme se pro jednoduchost omezili v ditkazech Vét 6.15 a 6.34. K tomuto ucelu zkonstruujeme
tzv. rozklad jednicky, coz je uzitecny koncept, ktery se objevuje na mnoha mistech pokrocilé
analyzy.

Lemma 7.6: Necht I = [ay,b1] X - - X [ay, b,] je n-interval v R"™. Potom existuje f € C*(R")
takova, Ze

(Vo € I°)(f(z) >0) a (YzeR"\I°)(f(z)=0).

Diikaz. Hladkou funkci f s popsanou vlastnosti explicitné definujeme. Je-lin = 1,tj. I = [a, b],
muzeme f zvolit jako

fb( ) el/(z—a)(@=b) proa < x < b,
x) =
¢ 0, jinak.

Ovéteni hladkosti f° se provede analogicky jako v Piikladu 1.50. Nyni pro obecné n € N staci
polozit

fx) =] o)
i=1
pro kazdé x = (xy,...,z,) € R"™ O
Definice 7.7 (Nosi¢ funkce): Nosic¢ funkce f : R" — R je mnozina

supp f = {z € R" | f(x) # 0}.

Tedy supp f je nejmensi uzaviena mnozina, na jejimz doplnku je f nulova.
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Véta7.8: Necht K C R" je kompaktni mnozinaa {U;}7_, C 2%" oteviené neprazdné mnoziny
takové, ze K C U7_,U;. Potom existuji funkce {4}/, C C°(R") tak, Ze plati:

1. (Vm e M)(Elj € j) (supp®., C U; a suppy, je kompaktni),

2. (Vo € K)( S, () = 1).

Poznamka: Kolekce funkei {1, }M_| z Véty 7.8 se nazyva rozklad jednicky na K podfizeny
pokryti {U;}]_,.

Ditkaz Véty 7.8. Kompaktni mnozina K je omezena, a proto existuje n-interval Iy := [aq, by] X
- X [an, by tak, ze K C . Pilenim jednotlivych intervalt mizeme I, rozloZit na 2" n-
intervall, ozna¢me si mnozinu téchto intervali Z;. Opakovanim téhoz postupu na kazdém
n-intervalu z Z; vytvofime systém 22" n-intervalii, ktery ozna¢ime 7, atd. Timto postupem
miizeme rozlozit Iy na 2¥" n-intervald, které vytvofi systém Z;. Strany n-intervalu z Z; maji
délku rovnu 2~ *-nasobku délky piislusné strany 1.
Jako prvni pouzijeme nasledujici pomocny vysledek.

Lemma 7.9: Existuje k£ € N tak, ze kazdy n-interval z Zj, ktery ma neprazdny prinik s K, je
obsazen v néjaké z mnozin {U;}7_,, neboli plati:

3k € N)(VI € T,,) (m K40 = Gje)Ic Uj)> .
Diikaz Lemma 7.9. Pro spor predpokladejme, Ze

(Vk € N)(3I,, € To,) (Ik NK#0 A (Vje I, ¢ Uj)) .

Pro kazdé k € N zvolme x;, € I; N K. Bez Ujmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze je
posloupnost {z} 32 ; konvergentni, jinak bychom pfesli k podposloupnosti. Konvergentni pod-
posloupnost posloupnosti {z }72 ; existuje diky kompaktnosti K. Oznaéme si z := limy_, o .
Prvek = € K, a proto (3jo € J)(z € Uj,). Protoze je Uy, oteviena, (3¢ > 0)(B.(e) C Uy,).
Zvolme k € N dostatecné velké tak, aby platilo

€
|xr — x| <§ a o

Druha podminka implikuje, ze vzdalenost libovolnych dvou bodu z I je mensi neZ €/2. Potom
pro libovolné y € I, plati:

€ €
Iy =2l < lly = wll + o — 2l < 5+ 5 =€,

neboli I;, C B,(e) C Uj,, coz je spor. O
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Dal budeme pokracovat v dikazu Véty 7.8. Ozna¢me Z := 7, systém n-intervald, kde £ € N
je dostatecné velké tak, aby platilo tvrzeni Lemma 7.9. Dale ozna¢me [, . .., I, ty n-intervaly
z 7T, které maji neprazdny prunik s K a .1, ..., Iy ty n-intervaly z Z, které maji neprazdny
prinik s nékterym z I, . . ., I5;. Tedy UM_, I,,, je kompaktni mnoZina obsahujici K a UN_ I,
vznikne pfidanim dal§i vrstvy n-intervalt podél hranice mnoziny UM_, I,,.

Podle Lemma 7.9 je ) )

(Vm € M)(3j(m) € J)(Ln C Ujm))-

Oznacme si vzdalenost ¢, := d(In, Uj,,)) pro kazdé m € M.Prom e {M+1,...,N} ozn.
Cm = d(Ip, K ).A]elikoi jsou v definici ¢, vzdy dvé uzaviené disjunktni mnoziny, je c,, > 0
pro kazdé m € N, viz Lemma 2.54. Oznacme si jesté n > 0 je délka nejkratsi strany ze vSech

intervali z 7 a poloime
0 mini(cy,...,C .
2\/5 1 ) N? n

Nakonec jesté definujeme n-intervaly Ii,..., Iy, které vzniknouz I, ..., I ~ zvétSenim kazdé
strany o ¢ (v obou smérech). Tedy je-li I, = [c1,d1] X - - - X [¢y, dy], potom je I, = [e; — 6, dy +

0] x -+ X [en, — 0, dp, + 0]. Tyto ,piifouknuté” n-intervaly [y, . .., Iy maji nasledujici vlastnosti:

i) Jelikozd < n/2,jeprom € M kazdy bod z fm~ vnitinim bodem alespon jedné mnoziny ;.
(Zde jde zejména o body z hranice mnoziny /,,,; mze se stat, ze £ > M.)

i) Je-liz € I, potom existuje y € I, tak, ze pro kazdé j € n je |x; — y;| < J, a proto
| — y|| < d/n. Protoze §1/n < ¢, plati:

(Ym € M)(I,, CUjmy) a (Yme{M+1,....,N)(I,NK =0).

Nyni pro kazdé m € N zvolme f,, € C>(R") takové, ze f,, > 0 na I° a f, =0mna (I°)°,
jejichz existenci zarucuje Lemma 7.6. Pro m € M definujme

b e Zé@fﬁ na I,
m T ~
0, na I,.

Diky vlastnosti (i) je jmenovatel Zévzl fe pozitivni na I,,,. Tudiz ¢),,, € C* (R™). Déale supp )y, =
Supp fm = fm C Uj(m), kde jsme vyuzili vlastnost (ii).

Zbyvé dokézat 2. tvrzeni véty. Z vlastnosti (ii) plyne, ze pro kazdé m € {M +1,..., N} je
fm = 0 na K. Tudiz pro libovolné z € K plati:

oy T @) S @)
mzzl%” Sl felx) L fulw)
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Nyni si jiz mGizeme dokazat Greenovu vétu pro kompaktni podmnoziny R?, jejich hranici
tvoii stopy Jordanovych C! ktivek. Véta plati i pro obecnéjsi piipad, kdy hranici tvofi stopy
po castech C' ! ktivek, coZ znamen4 v koneéné mnoha bodech hranice mohou byt ,rohy* nebo
»Spicky“. Toto zobecnéni jiz ale v tomto textu dokazovat nebudeme.

Véta 7.10 (Green): Necht S C R? je kompaktni mnoZina, jejiz hranice je kone¢nym sjednoce-
nim stop kladné orientovanych Jordanovych ktivek tfidy C'. Déle necht 2 C R? je oteviena,
ScQalF:QcCR?— R?tfidy C' na Q. Potom plati:

or, 8F1)
F-ds:/(——— dxdy.
/as s \ O Oy Y

Diikaz. Vychozim bodem dikazu je Greenova véta pro jednoduchou mnozinu S, kterou jsme
dokazali ve Vété 6.15 (ve skuteCnosti nam staci specialni pfipad mnozin S, které jsou obdél-
niky, tj. 2-intervaly). Na rozdil od metody dukazu Véty 6.15, kde jsme rozkladali mnoZinu S na
jednodussi ¢asti, je hlavni myslenkou tohoto dukazu rozloZit integrovanou funkci na jednodussi
¢asti pomoci rozkladu jednotky a aplikovat Vétu o substituci.

Zvolme libovolné x € 9S. Bod z lezi na stopé néjaké C! ktivky ¢, kterda ma vsude nenu-
lovou derivaci (regularni parametrizace). Z Véty 3.59 o implicitni funkci, viz také Cviceni 3.19,
vyplyva, Ze existuje otevieny kruh B, C R? tak, Ze mnozina 9.5 N B, je grafem C"! funkce, a to
budy = f(z) nebo x = g(y). Jelikoz je OS kompaktni, nebot je omezena a uzaviena, existuje
kone¢né mnoho téchto otevienych kruht, ozn. By, ..., By, které pokryvaji 0S. Tudiz mnoziny
By, ... By aS° tvofi oteviené pokryti S.

Podle Véty 7.8 mizeme zvolit rozklad jednotky {1, }*/_, na S podtizeny otevienému po-
kryti By, ..., By, S°. Potom na S plati:

M
Fi=> ¢k, ie{1,2},
m=1

a funkce 1,,, F} a v,,, Iy jsou stale tiidy C" pro kazdé m & M. Vétu tedy staci dokazat pro funkce
Y Py a1, Fy namisto ptivodnich F| a Fy. To znamena, e vétu sta¢i dokazat pro C'! funkce F}
a I takové, Ze

bud a) suppF},suppFy C S°,
nebo b) (35 € j)(suppFl,suppFQ C Bj).
Pfipad (a) vyfidime jednoduse, nebot F; = F, = 0 na 0S5, a proto je také fas F.ds =0.

Funkce F; a I} zlstanou tiidy C'! dodefinujeme-li je nulou na libovolny 2-interval R O S.
Potom aplikaci Greenovy véty na obdélnik R dostaneme

OF, apl) / (8F2 8F1> /
9 90 edy = 2 T l)dedy= | F-ds=0.
/s ( ox Oy Y= ) Vox ~ oy = Jon

Tedy Greenova véta je dokazana pro ptipad (a).
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Ptipad (b) je zajimavéjsi. Predpokladejme, Ze jsou dany C* funkce I} a F, s nosi¢em v
otevieném kruhu B a mnoZina 9S N B je grafem C' funkce y = f(z), pesnéji S N B =
{(z, f(x)) | = € (a,b)} pro néjaka a < b. Druhy piipad z = ¢(y) se diskutuje analogicky.
Definujme zobrazeni ¥ : (a,b) x R — R? : (x,y) — (u, v) pfedpisem

. wu=ux,
v=y— f(x).
Zobrazeni ¥ je invertibilni a pro jeho inverzi ® := ¥~! najdeme

b: zx=u,
y=uv+ f(u)

Transformace ¥ zobrazuje mnozinu B prosté na omezenou oblast v uv-roviné, mnozinu 0SN B
na usecku L na ose u a .S N (supp F; U supp F3) na omezenou oblast 7" leZici budto nad, nebo
pod useckou L podle toho, jestli S lezi nad, nebo pod grafem y = f(z). Polozme ¢ = 1, lezi-
liT'nad L, ae = —1, lezi-li T" pod L. Orientace L jako casti kladné orientované hranice 7’
pak odpovida parametrizaci u — (u,0) prochazené od a do b pravé pfie = 1;ptie = —1 je
orientace opacna.

Obrazek 25: Ilustrace k dikazu Véty 7.10

_Zvolme R 2-interval s jednou stranou obsahujici L a takovy, ze T' C R. Funkce Fi = Fio®
a Iy := Fyo® jsou tiidy C'! a jsou nulové na vsech tfech stranach obdélniku R kromé strany L.
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Potom mame
/85F -ds = g/ab [Fy (u, f(u) + Fy (u, f(u)) f/(w)] du
—c /ab [ﬁl (u,0) + F; (u,0) f’(u)] du

- [ (R riup) .dS:/aR (Bt 1o, ) - s,

kde posledni rovnost plati protoze [} = F, = 0 na OR \ L. Aplikujeme-li Greenovu vétu na
obdélnik R, dostaneme

. 8F2 8?’1 / aFQ
/asF -ds = /R (%(u, v) — W(u,v) —f (u)W(u,v)> dudwv.

Podle Véty o derivaci sloZené funkce je

OF; NG 2 R oF, B
5y (W) = flu) 2 (o) = == (@) a —=(u,v) = -~ (D(y,v)).

Vsimneme-li si také, Ze

1 0
det D®(u,v) = det (f’(u) 1) =1,

dostaneme pomoci Véty o substituci, ze

/aSF -ds — /T <% (®(u, v)) — % (cp(u,v))) dudv — /S <% - %_];1> drdy,

coz jsme chtéli dokazat. [

Podobné mizeme dokazat Gaussovu vétu pro mnoziny, jejichz hranici tvofi parametrizo-
vana C'! plocha, ¢im7 zde rozumime parametrizovanou plochu takovou, ze pro kazdy jeji bod
existuje okoli, které je obrazem spojité diferencovatelného zobrazeni dvou proménnych. Na
tomto misté jiz nechame definici takto vagni, nebot Gaussovu vétu lze dokazat i pro pripad
parametrizovanych po ¢astech C'* ploch (Definice 6.19).

Véta 7.11 (Gauss): Necht R C R? je kompaktni mnoZina, jejiz hranice je orientovatelna pa-
rametrizovana C! plocha s orientaci uréenou vnéjsi jednotkovou normalou n. Dale necht F :
Q C R® — R3 je tiidy C' na oteviené nadmnoziné 2 O R. Potom plati:

/ (F,n)dS:/dideV.
OR R

Diikaz. Dukaz je velmi podobny dukazu Véty 7.10, a proto uz budeme velmi stru¢ni. Budeme
potiebovat platnost Gaussovy véty pro pripad, Ze je mnozina R 3-interval, coz lze provést jako
v dikazu Véty 6.34. Nejprve pomoci rozkladu jednotky ukazeme, Ze vétu staci dokazat pro pole
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F = (I, Fy, F3) takova, ze bud pro kazdé i € f’)je supp F; C R°, nebo suppF; C B, kde
B je oteviena koule takova, ze R N B je graf C'' funkce, napt. = = f(x,y) (ostatni pfipady
analogicky). V prvnim ukazeme, ze

/ (F,n)dS—/dideV—O
OR R

stejné jako v ditkazu Véty 7.10.
V druhém ptipadé zavedeme na B zobrazeni

V. wu=uz,
v =1y,
U):Z—f(l’,y>,

které je ziejmé invertibilni a pro jeho inverzi ® := ¥~! mame

d: x=u,

y=v,
z=w+ f(u,v).

Zobrazeni W transformuje B na omezenou oblast v uvw-prostoru a mnozinu 0R N B na
jistou podmnozinu uv-roviny, kterou oznac¢ime S (analogie mnoziny L z dikazu Véty 7.10).
Zvolme 3-interval ) v uvw-prostoru takovy, ze W(R N (supp F1 U supp Fy U supp F3)) C @
a jehoz jedna strana obsahuje S (analogie mnoziny R z dukazu Véty 7.10). Definujme F =
Fod.

Jelikoz ORN B = {(u, v, f(u,v)) | (u,v) € S} a pole F' je mimo B nulové, dostaneme

Ou

_ / (H,ng) dS.
oQ

/BR(F, n)ds = 5/5 ( OF (11, 0) Fu(u,0,0) — %(u, v) Py, v,0) + Fg(u,v,O)) dudv

kde

H(u,v,w) = <O, 0, —%(u, v)Fy(u, v, w) — %(u,v)ﬁg(u,v,w) + Fg,(u,v,w)> :

Zde je ¢ € {—1, 1} urceno orientaci plochy OR N B a ng je vnéjsi jednotkova normala k 0Q);
interval () volime na prislusné strané S tak, aby na S platilo ng = ces. Aplikujeme-li Gaussovu
vétu na 3-interval (), dostaneme

B , B _OfOF,  Of OF, | OF;
/{9R(F,n)d5’—/Qd1deV—/Q< 9 90 Do D + 8w>dV
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Podle fetézového pravidla mame

oF, _OF of OF,

a—y(u,’l], UJ) = % (@(U,U,'UJ)) + %(U, 'U)E (@(U,'U,'UJ)) ,
oF, R, of  OF,

E(uvf“ ?,U) - a_y (‘P(u,v,w)) + %(U, U)E (@(u,v,w)) )
OF; _OF,

(®(u,v,w)), Vi€ 3,

8_w(u’7vvw) - 9z

a tak dostivame rovnost

B OF, OF, OF, OF, OF;
/fm(F?n)dS_/Q(af od aquayoCI) 8U+3z o@)dv.

JelikoZ jsou funkce Fy a I, nulové na vertikalnich sténach Q, zjistime integraci v proménné
u, resp. v, Ze 3 .
oF oF:
v = [ Z2av =o.
Q ou Q ov

Nakonec jelikoz je det D® = 1, mame podle Véty o substituci

F F F.
/ (F,n)dS:/ <@o©+20@+8 30®)dV:/divFo(I>dV:/dideV.
9R Q 833' ay 62 Q R

O

Poznamka: Na zavér poznamenejme, Ze zde pouzité myslenky jsou elegantni a méné tech-
nické, jsou-li pfevedeny do prirozeného jazyka diferencialnich forem [25].
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